Bac Maroc 2024 - corrigé

Exercice 1

1. Avec la définition de f, on peut écrire :

. _ In (x) _ In (x) 1 In (x)
e Ao Ty svry ey Rl

1
or fim 29 1y =1
x—1 X —
] 1
Et ainsi, lim f (x) = —
x—14 2

1
Comme onaposéf (1) = > on conclut que f est continue a droite en 1.

2. Par croissance comparée, on trouve que :

. In(x)
lim

x—+00 X< —

= (. L'axe des abscisses est une asymptote a la courbe (C).

3.
a. Soitx €]1;+oo[ett =(x—1)2

Onadoncl—x=—(x—1)=—\/;carl—x<0

Etx = 1 +1/1

I—x+In@) _ ‘\/;““(”\/—t)

(x = 1)° t

En remplagant, on obtient bien :

b. Posons V¢t E]O;+oo[,g(t)=—\/;+ln<1+\/;>

La fonction g est dérivable sur]O; + oo[ et:
1

o —l—ft+1 1

1 _
NARTN Cai(14vi) 2(14vA)

On note que V¢ € ]0; + oo[, g () <0

Vi€ |0+ o[, g’ (1) = -

1
On a donc que Vt € ]O; + oo[, |g’(t)| < 5
D’apres I'inégalité des accroissements finis :
1
Vi€ [0:+ 0], [g()—g (0] <t
Org(0)=0.
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On adonc déja Vt € [0;+oo], —%t<—\/;+ln<l+\/;>

.
2(1+\/E)
_x < |g(x)|
2<1+\/E>
En particulier pour x =1, _ < |g (t)|

2<1+\/?)
Comme V¢ € ]0; + oo[, g (t) < 0, on obtient bien : —\/—t +1In (1 + \/E) < ;

2<1+\/?>

1
On arrive donc a I'encadrement Vt € ]O; + o [, — Et < - \/; +1In <1 + \/2) <

2<1+\/?>

Alinverse Vx € ]O;t],

g

Etdonc Vx € [O; t],

! —\/Z+1n<1+\/2>< !
t 2(1+ V1)

Etfinalement, V¢ € |0; + oo[, — 5 <

) 1 1
c. Comme, Im - —— = ——

=04 2(1 +\/;> 2

On peut appliquer le théoréme des gendarmes pour affirmer que :

—\/?+1n<1+\/2> {

lim =——
=04 t 2

En repartant de I'égalité du 3.a,

1—x+1In) 1

On conclut que lim >
i~ (x—1) 2

4.
a. Etudions I'expression proposée :

In(x) 1
Vx €|1; + oo, @3 _@oiz_ 2hm@-oxit]
x—1 x—1 2(x2=1)(x=1)
—=DIn@)+x+ Din) - -DHx+1)

2(x2=1)(x = 1)
—x—Dhnx+x+Dhx-x-Dx+1) __ln(x)>< 1 +1n(x)—x+1

2(x2=1)(x = 1) x=1 20x+1)  2(x-1)
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Remarqgue : on « force » I'apparition des différents éléments, en particulier le découpage des 2 In (x). En
remettant les 2 membres de la somme de la réponse au méme dénominateur on trouve rapidement le bon
agencement.

1
f -5 In (x 1 In(x) —x +1
Etdochx€]1;+oo[, 2 —_ ()X ®)
x—1 x—1 2@x+1) 2(x —1)°
b. Quandx — 1:
In (x . _ _ In (x)
Comme In (1) = 0, est le taux d’accroissement de la fonction logarithme en 1 et donc
X — X —
~ In(x) 1 1

Ainsi, — X - ——

x—1 2x+1 4

. . . oo In(x)—x+1 1
Et en reprenant le résultat de la question précédente, on trouve que lim —S =7
x>y 2(x —1) 4
1
A s 11 1

Etdonc Im ——— = —— —— = — —

-1y x—1 4 4 2

x)—f(
On reconnait I'expression du taux d’accroissement]LJ;()
x —
On conclut donc que f est dérivable a droite en 1 et f' (1) = — >
fadmet donc une tangente de pente —5 enx = 1.
5.
. -1 -1
a. Notons déja que V¢t € [1;+oo[,—3>0et > >0
)g 2 _ 1 f X 2
Ce qui implique que Vx € [1; + oo[, J dt > 0et J dr >0
1 1

On peut donc déja affirmer que Vx € [1; + o0 [, Ix)=>20etJ(x) =0

-1 -1 -1 F-1
De plus Vx € [1;+ oo[, I (x) —J (x) = Sdi—| ——di = - dr
1 1

o1 /1 1
——1)dt <0(car——-1<0).
P t t

Dot Vx € [1;+ oo, I (x) < J (%)

Et finalement Vx € [1; + [, 0<Ix)<JW™

b. Calculons les 2 intégrales :
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X

Vx € [1;+ oo, T (%) thz_ldt rl Lar = [y + 2
X i+ oof, I(x) = =| ———df =|ln —
, P B 212

1

1 1 1 1
=lnx)+—-In())—-—=Ihx+—-—-—
(x) oy (1) > (x) 2 2
_ _ x2 -1
Cequ’onpeutblenécnre‘v’xe[1;+oo[,l(x):1n(x)— 7
X
X2 | 11" x2=2x +1
Vx € [1;+ oof, J(x) = dt=| l—-=dt=|t+—| =x+——-1-1l=—""—+
] 1 12 t], X X
— 1)
Ve [+ oof sy =S
X

c. festbien dérivable sur ] I;+ o [ comme quittent de fonctions qui le sont et donc le dénominateur ne
s’annule pas.

L(x2-1)-2x1 2_1) = 2421
Ethe]1;+oo[,f’(x)=x( ) xn(x)=(x ) —2x?In (x)

(x2-1)° x(x2-1)°
x2—
Dun e cate =2 s L@ -2 In (x) - 2x21 -2 x2x%In (o) —x (x> = 1)
un autre cote = =
G+D? SO @+ 1)? (-1 (x + 1) 2x2 (x + 1)
2 22m@-(P=1)  (P=1)-22In@)
= X =
(x+1)° 2x (x = 1)° x(x2-1)
-2 I (x)

Etainsi, Vx € |1; + oo, f/(x) =

(x +1)° 8 J (x)

Remarque : on travaille avec 1 exclu, donc il n’y a pas de probléme de définition des quotients.
-2 I (x)

2 X
x+1 J (%)
pour x > 1 (je te laisse vérifier si besoin !). Donc le « — » nous assure que Vx € ] I;+ o [, f(x)<O0.

d. On note déja que dans I'expression [ (x) = tous les facteurs sont strictement positifs

S . 1 (x) 2 2
De plus, d’aprés la question 5.a, 0 < » Lletx+1D)">20+1)"=4
X
1
Finalement, on peut encadrer Vx € ]1; + o0 [, — E <ffx)<L0

6. En reprenant les éléments, on constate que le tableau de variations de f est relativement simple, puisque

la fonction est strictement décroissante entre 5 et(
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D’ou le tableau :

Et la courbe (C) :

7. Considérons la fonction & définie sur] 1; 4+ oo[ par
Vx €|l;+ oo, h(x)=f(x)—x+1

Cette fonction est bien dérivable sur] ;4 [ et:
Vx €|l;+ oo, W(x)=f(x)—1<0
Donc A est strictement décroissante sur] 1;+ o0 [

1
Deplus,h(l):f(l)—1+1=5>0
In (2) 1 In (2)
2-1
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, & (x) = 0 admet une unique solution dans ] 1;2 [

EthQ)=f(2)-24+1= -1=0,77<0

Et par définition de A, on conclut que f (x) = x — 1 admet une unique solution dans ] 1; 2[.

8.
a. Remarquons déja rapidement que la suite (an) est bien définie, car f est a valeurs strictement positive,

donc 1 +f (an) est bien supérieur a 1.

Par définition de a et de (an), onpeutécrire:a, . —a=1+f (an) —fla-1=f (an) —f (a)

En 5.d, on a vu que Vx E]l;+oo[,

1
I (x)| < 7 On peut a nouveau utiliser le théoréme des
accroissements finis pour affirmer que :

Vx€]1;+oo[, f(an) —f(a)| <%|an—a|

1
Ainsi on obtient bien Vn € N, |an+1 - a| <
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b. La proposition a démontrer est Vi € N,

an—a| < l n|a0—a|
2

Initialisation :
1 0
Aurang n = 0, nous avons trivialement |a0 - a| < <5> |a0 - al = |a0 - a|
Heredite :
Supposons la proposition vraie au rang # et étudions le rang n + 1.
1
D’apres la question précédente, |a,, | — a| < 3 |an —a

1 n
Et d’aprés I'hypothése de récurrence, |an —a | < <5>

1 1\"
EX(E) |ag—a

Ce qui confirme bien I'’hérédité de la proposition.

1

A|nS|,|an+1—a|< an—a|<

1

n
On conclut donc que Vnn € N, |an—a| < <—> |ao—a|

2

=0

)

1 )
c. Comme— < 1,ona lim
2 n—-+oo

=0

Ainsi, lim |an—a|
n—+oo

Et donc (an) converge vers d.

Exercice 2

1.

2
a. D’aprés le théoréme fondamental de I'analyse, comme f : f — €' est continue sur [O; 1], F estune

primitive de f.

Donc F est dérivable sur [0; 1] et Vx € [O; 1], F'(x)= e)‘2 >0

Donc F est continue et strictement croissante sur [O; 1].

b. Comme F est strictement croissante, elle représente bien une bijection.

0 1

De plus F (0) = J etzdf =p

e’dt = 0etF (1) = J
0

0

Et donc F est une bijection entre [O; 1] et [O;ﬂ].

2.
1 & _1 k
a. Onnote Vn € N*, Sn=—ZF —p
n = n
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On reconnait la formule de Riemann (au facteur f prés qui nous donne) :

n p
lim éZF-l <fﬂ> =[ F ') de
k=1 n 0

n—->+oo N _
1 & k 1 (7
Etdonc lim — ) F~! <—ﬂ> =—J Fl(r)dr
n—+o0o I’lk:1 n ﬂ 0

1 (?
Autrement dit, lim S, = —[ F7l(t)dt

n—+oo 0

1 (#
Donc (Sn) converge vers [ = EJ F~ ') dr
0

b. Effectuons le changement de variable proposé u = F! )
2
Doudt = F' (u)du = e* du

1(? 1) 2
Ainsi,l=—J F‘l(t)dt=—J ue" du
Bl F-10)
. I
Et finalement! = — | ue” du
0
1{1 2 1[1 2]1 e—1
c. —| uedu=—|=¢e"| =
By pl2 1, 2P
e—1
Etdonc[ = ——
2

Exercice 3
Partie |

1.
a. (Ea) 72 =2iz+a =0

La formule du discriminant est la méme que pour des coefficients réels :
A2
A= (-2 -da=-4-da=-4(1+a)

Donconabien A = —4(1 + a)

b. (Ea) admet 2 solutions distinctes ssi A # 0, doncssi—4 (1 +a) # 0

Donc (Ea) admet 2 solutions distinctes ssia # — 1

2

2. Laencore, on utilise la méme formule qu’habituellement « P (x) = x~ — sx + p »

Onadoncz; + 2, = 2ietz1z, = a.
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Partie Il

1.
a. Onaa =m?—2mavecm € R
OntrouvedoncAz—4(1+a)=—4(1+m2—2m) =—4(m-17>eR_

2042 |m—1|i
1+ |;n |1=<1+|m—1|>ietz2:<1—|m—1|>i

On trouve donc z; =

Doncz1=<1+|m—1|>ietz2=<1—|m—1|>i

b. z; et z, sontimaginaires purs.

Donc O, M, et M, sont alignés.

2. On ne peut pas avoir les 2 racines nulles, on supposera donc que z, # 0

4| . L o .
a. Si— est unimaginaire pur, il existe un complexe a tel que z; = 1az,
%)

2
Ainsi 7,2, = 1a2,Z, = 1a |z2| € 1R. Ce qui signifie donc que Re (ZIZ) =0

Réciproquement, on suppose que Re (zlz) =0.
21 W% 4l

=—= |2€iIR

L L | 2

Z
Donc —- est un imaginaire pur si et seulement si Re (zlz) = 0.
22

2 J—
b. |21—Zz| =(n-2)(u-n)=(a-2) (T-2)=ag+0h -5 -0

OrZ 2, = 712, donc 2,2, + 7,2, = 2Re (zlz_z) et finalement

2 2 2 .
|zl—zz| = |z1| +|z2| —2Re(2122)

2 2 2
De la méme fagon, on trouve |z1 + z2| = |Z1| + |z2| + 2Re (zlz_z)

Et donc |Z1—Zz|2: |z1+zz|2—4Re(zlz_2)

Z
c. Comme vu a la question 2.3, aik est un imaginaire pur est équivalent a Re (zlz_z) =0
2
. - . 2 2
Et avec la question précédente, — € IR & |z1 - z2| = |Z1 + Z2|
)
_ . 2 2
Or, on a vu en question |.2 que z; + 2, = 2i et donc |z1 - z2| = |z1 + z2| =4

Z .
EtdonC—1€1R<:> |Z1_Z2| =2
2
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3.
a. Onavudans la 1ére question que A = — 4 (1 + a)

On sait par ailleurs que z; + 2, = 2i
2
Donc (Zl + Z2) = 212 + 222 + 2Z1Z2 =-4
Et comme 2,2, = a, on trouve zlz + 122 =—-4-2a

Par ailleurs (zl—z2)2=z12+z22—2z1z2=—4—2a—2a =—4(l+a)=A

_ 2
Donc on confirme (zl - zz) =A

<
b. OM,M, rectangle en O se « traduit » par =L est imaginaire pur.
29)

2 2
Comme (Zl—Zz) = A, donc |Z1—Zz| = |A| =4
Et|A] =4 |1+a| =4

D’ou finalement |1 + a| =1

Donc I correspond au cercle de centre (—1;0) et de rayon 1.

Exercice 4

iy (i52) T (151) = (i x =i + 152i) = (2;2i)

Donc (i;2) T (1;i) = (2;2i)

On trouve par ailleurs (1; i) T (i; 2) = (2 +1; Zi)

b. La question précédente nous indique que (1; i) T (i; 2) * (i; 2) T (1;i)

Et donc la loi T n’est pas commutative dans C X C*.

2. Considérons a, c et e dans C et b, d et fdans C*.

On a d’une part [(a;b)T(c;d)] T(e;f) = (ac7+ c;bd)T(e;f) = <(Cld_+ c)f+e;bdf>
= (adf +cf + e; bdf)

Etdautre part (a:b) T | (c3d) T (e3 )| = (a:6) T (] + e:df) = (adf + e +esbdf)

onc [(:5) T (e:d)| T (e2f) = (a:6) T [(e:) T (e:1)|

Et donc la loi T est associative dans C X C*.
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3. Prenons a et b dans C
(a;b)T(O;l) = (a x 1 +0;b) = (a;b)
Et(0; DT (a;b) = (0xb +a;1xb) = (a;b)

Etdonc (0; )T (a;b) = (a;b) T(0;1) = (a;b)

Donc (0; 1) est I'élément neutre de T.

4.
a a 1
a. Soit (a;b) € Cx C*, (a;b)T<—:;—> = <:—:;b><—> =(0; 1)

b. D’aprés les questions précédentes, T est une loi interne de C X C*, associative et pour laquelle tous les
éléments de C X C* ont un opposé. T n’est par contre pas commutative.

Donc (C x C*,T) est un groupe non commutatif.

5.
a. pourunréeld,onad =d € R, etdonc :

V((a:b): (c:d) ) € xRN, (a:b) T (e3d) = (ad + c:bd) = (ad +c;bd) € Rx R

Ainsi R X R* est stable par T.

b. L'¢élément neutre de T est bien dans R X R* et I'associativité reste vraie.
L'opposé est également dans R X R* (la encore car le conjugué d’un réel est un réel).

On peut donc conclure que R X R* est un sous-groupe de (C X C*,T).

Exercice 5

1.

a. Comme p et g sont premiers et que r est premier avec eux, on peut appliquer le petit théoréme de
Fermat.

On adonc:
rPl=1 [p] ce qui est équivalent a =1 — 1 est un multiple de p

Etri-l=1 [q] ce qui est équivalent a 79~! — 1 est un multiple de g

Donc p divise 7"~ — 1 et g divise r7~! — 1.

b. Comme r”~! =1 [p], on déduit que (rp‘l)q_l = rl=1)a-1) = 7]

De la méme fagon r(P~1)(¢=1) = | [q]

Ainsi, p et g divisent plp=1)(g=1) _ 1.
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c. D’aprés la question précédente, p et g divisent r(p_l)(q -1 _ 1.
Et comme p et g sont premiers (et donc premiers entre eux) leur produit divise rp=1la=1) _ 1,

Donc pq divise plp=1)la=1) _ 1,

2. Posons p = 13, g = 17 (qui sont bien premiers) et r = 2024, qui est bien premier avec 13 et 17.
Onadeplus 13X 17=221et(13—-1)x(17-1)=12%x16 =192

Et donc 221 qui divise 2024'°2 — 1 ou encore 202492 = 1 [221].

Ce qui implique que si 2024'%2x = 3 [221] alors x = 3 [221]

Les solutions de I'équation sontx = 3 + 221k, k € Z.
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