Exercice 158 :

Soient f'et g deux fonctions de R dans R dérivables en 0.

On suppose que les graphes des 3 fonctions f, g etf?g ont méme tangente au point d’abscisse 0. Quelles

sont les équations possibles pour cette tangente ?

Solution :
Ecrivons les 3 équations correspondants a ces fonctions :

Pourf:y = xf (0)+f (0)
Pour g1y = xg'(0) + ¢ (0)
1
Pour%iy = (%) (X)+%(0) =3 [(f’(O)g(O) +/0)g'(0) x +£(0) g (0)

On a donc en particulier :

=f(0)=¢g(0)
Ce qui donne 2 possibilités : f (0) = g (0) =2 ouf (0) =g (0) =0.

J (g0
2

Remarque : pour trouver le résultat f (0) = g (0) = 2 il faut supposer que les 2 sont non nuls. Il faut donc
ensuite vérifier si 0 est également solution.

Regardons l'identification des termes en x :

1
SO)=g0)=7 (f©@g O +f g 0)

Procédons maintenant a une disjonction de cas :
c f(0)=g(0)=0:
On obtient : " (0) = g’ (0) =0

La tangente est alors la fonction constante y = 0

e f(O)=g(O)=2:
Cela donne ' (0) = g’ (0) =" (0) + g’ (0)

Cela donne également 1" (0) = g’ (0) = 0.

Finalement, les 2 possibilités pour la tangente commune a ces 3 fonctionsesty = Qouy = 2.

Exercice 159 :

Soient a un réel non nul et fla fonction x € R — ax”.
Si p et g sont 2 nombres réels, on note Ap’q la droite d’équation y = px + q.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que Ap’q soit tangente au graphe de f.

Solution :
On saitque Vx € R, f'(x) = 2ax.

Donc I'équation d’'une tangente au graphe de f'au point x, est de la forme : y = 2a (x - xo) + xg.
Pour que Ap’q soit tangente au graphe de f, il faut donc que 2a (x — xo) + xg =px+gq

Ou2ax +x§—2ax0=px +q
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2a =p
Ce qui donne par identification : )
Xy —2axy=q

Et réciproquement, en choisissantp = 2a etg = xg —2ax, A, , est tangente au graphe de f au point x,.

Donc A, , est tangente au graphe de fau pointx; ssip = 2aetg = xg —2ax.

Exercice 160 :
a. Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I de R et x, un élément de I tel que f” (xo) # 0.
Calculer I'abscisse du point x; en lequel la tangente au graphe de f au point d’abscisse x,, coupe I'axe (Ox).

b. On suppose que a est un nombre réel positif, que f est la fonction définie par Vx € R, f (x) = x2—a.
1 a

Avec les notations précédentes vérifier que x; = B Xo+—
X0

Solution :
a. Reprenons I'équation de la tangente au graphe d’une fonction au point d’abscisse x, :

y =£"(x0) (x = xo) + (%)

Par définition de x,, f (xo) (xl - xo) +f (xo) =0
Et donc x, f’ (xo) = Xof’ (xo) -f (xo)

f (xo)
£ (x0)

On conclut x; = xy —

b. Comme Vx € R, f(x) = x> —a,onaf (x) = 2x.

En reprenant la formule de la question précédente, on trouve :

xg—a 1 1 a
X0 X0
a

D’ou le résultat cherche : x; = ) Xo+—
0

Exercice 161 :

Calcul d’une racine carrée par la méthode de Newton.

Soit a dans R*. La suite (un) 0 est définie par son premier terme u, élément de R et par la relation de
nz

récurrence :

1 a
VneN, u,, = ) <un + —) =1 (un) ou la fonction f, est définie par :

uy

1 a
Vx ERj‘:,fa(x)=5<x+;>.

a. Etudier f, et donner I'allure de son graphe.
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b. Justifier que la suite (un) 0 est bien définie et a valeurs dans R*.

nz

c. Etablir les inégalités :
Vx € R%, £,(x) > 1/a
Vx € [ a,+oo[,fa(x)<x

d. Montrer que la suite (un) o1 est décroissante, puis qu’elle converge vers \/E.
nz
u, — \/Z
u, + \/E

e. Pourndans N, on pose v, =
Montrer que Yn € N, v, = v2.

f.  Exprimer v, en fonction de n.

2n
Uy — \/5
Ug + \/E

g. Montrer que Vn € N*, 0 < u,, — \/5 < (ul + \/5)

Conclure que (un) converge vers \/E.
n=0

h. Onprend a = 2, u, = 1.Représenter graphiquement f, et les premiers termes de la suite (un) 50"
nz

Ecrire I'inégalité précédente dans ce cas. Comment choisir n pour obtenir une valeur approchée de \/E
a 107 pres. Faire les calculs correspondants.

Solution :
a. f, est dérivable sur R*, comme somme de fonctions qui le sont.
On rappelle que a dans R*.

1 a
* 4 —_— - —
Vxe[R{+,fa(x)—2<1 x2>
f, s’annule pour x = \/E, est négative pour x < \/E et positive pour x > \/E

Onadeplus: lim f, (x) =+ oo et lim f,(x) = + oo, ainsi que f, <\/5> = \/E
x—0

X—>+00

(Remarque : je n’insiste pas sur les variations et limites, qui ne présentent pas de fome indéterminée,
n’hésitez pas a poser les calculs si besoin)

Ainsi, on a le tableau de variations :

£ — 0 -

Pour la derniére question, nous représenterons f5 en plus de f,

b. En utilisant la question précédente, procédons par récurrence :
Initialisation : Par définition de (un) , Uy est dans R*
n=0 +
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Hérédité : Supposons que u,, soit dans R* et étudions u,, .
Uy =1, (un) > 0 d’apres I'étude de la question précédente.

Remarque : le fait que f,, ne s’annule pas nous assure la définition de (un) S0
nz

On peut donc conclure que (un) >0 est bien définie et a valeurs dans IRf.

nz

c. La premiére inégalité est immédiate avec I'étude de la fonction.

On abien Vx € R%, f, (x) > \/E

X) 1 a
Pour la 2éme inégalité, étudions la quantité¢ —— = — ( 1 + —
X 2 x2

a
On sait que x — est décroissante sur R* et vaut 1 pour x = \/E.

X
Ja )

X

Cela nous indique donc que Vx € [\/5, + o0 [, <1

Et finalement Vx € [\/E, + o0 [, f, ) <x

d. u estfixé dans R*.
En utilisant la question précédente :

On obtient d’abord que u; € [\/Z, + [

On utilise ensuite la 2éme inégalité pour obtenir : \/Z Suy=f, (ul) < uy
Cela initialise la récurrence, dont on montre I'hérédité :
Si \/E <u,=f, (un_l) < u,,_; alors, grace une nouvelle fois a la question précédente :

\/Z < Uyt :fa (un> < Uy

Donc (u ) est décroissante.
) n=1

=

De plus, nous avons vu également que (u ) est minorée par \/E, donc convergente.
" n>1

Or, si elle converge, c’est nécessairement vers un point fixe deﬁl et donc vers \/E.

On conclut finalement que (un) . est décroissante et converge vers \/Z.
n

=z

e. Les questions précédentes nous permettent de vérifier rapidement que (v”)neN est bien définie.

2 2
1 a (“n) +a—2“n\/;
i —va 3 (i) Ve S (w-va) o
_ S _ - =
w1+ V@ L+ )+ yfa ()2 (+Va)
n

2uy

(v)°

Deplus:v, | =

Etdonc Vn € N, v,,, =2
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“o_\/z
M0+\/E

f. Onay,=

On trouve ensuite, par le résultat précédent, v; = (vo)z, Vy = (Vl)2 = (v0)4, vy = (vz)2 = (v1)4 = (VO)G

et ainsi de suite.

. P , 2"
Par une récurrence immédiate, on obtient v, = (VO)

Remarque : le terme « récurrence immédiate » est a éviter dans la mesure du possible, car il sert trop
souvent a tenter de masquer une difficulté que I'éleve n’a pas vue, ou pire, tentée de cacher ! Ici, on met des

termes au carré, j’estime donc qu’on peut se permettre.

2”1

uy—+/a
M0+\/E

Finalement,ona Vn €N, v, =

g. La premiére inégalité correspond a ce qui a déja été vu a la question d, on peut donc écrire :

Vn e N*¥ 0<u,—/a.

De plus, par définition de v,, ona Vn € N*, u, — \/Z

Et comme (un) o1 est decroissante, on conclut :

2}’!

”0—\/Z

(un+\/z>vn=<un+\/z> u0+\/2

nz
2n
Uy—\/a
VneN*,OSun—\/Eg (u1+\/5> l
MO + \/E
Uy—\a
De plus, comme u, > 0, i <1
Uy + \/E
2}’!
uy—1\a
Etdonc lim 0—\/— =0
it \ g + v/
D’aprés le théoréme des gendarmes, lim u, —y/a = 0.

n——+oco

Et on conclut que (un) 0 converge vers \/Z.
nz

h. Comme proposé & la question a, nous représentons f5 (courbe verte) en plus de f; (courbe rouge)

demandée a cette question.

Calculons les premiers termes de (u ) poura =2etuy=1
n >0

nz

3
u1=5
1/3 17
2\ 2

M2: :E

)
+_
3
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1 /17 24\ 1 /289 288\ 577
U= —+—2) == + - ~ 1.414215
2\12 17/ 2\204 204/ 408

211
1—4/2
L'inégalité devient : Yn € N*, 0 < u, — /2 < <3 + \/§> V2
2 1+4/2
~(1-v3)

1-v2
1+v2

De plus

2n+1

3
Et donc on a VnGN*,OSun—ﬁS <5+\/§> (1—\/5)

3 on+l1
On cherche donc (5 + \/5) (1 - \/5) <107

On passe l'inégalité au logarithme (qui est une fonction croissante) en faisant attention a la valeur négative
del — \/5 mais on peut considérer son opposé puisque la quantité est élevée a une puissance de 2.

Oncherchedonc:ln( +\/_> 2”+11n< \/§><—51n(10)
Doy 2! 1n(1 —\/E) <—=5In(10) —In (5 +\/§>

Attention en divisant, In (1 - \/5) est une quantité négative !

51n(10) + In (3 +2\/§> ~ ()
1n<1—\/§>

~ 14.28

Finalement : 2"+ > —

Ce quidonne n = 3, la convergence est trés rapide !
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