Exercice 154 :
f(x?) Al

X

Soit f une fonction de R dans R dérivable au point 0. Déterminer la limite

Solution :
Rappel : on reconnait immédiatement un taux d’accroissement, surtout qu’on est dans le chapitre

correspondant ! Il est trés important de reconnaitre x = x — 0 dans des problémes plus généraux.

On sait que f est dérivable en 0, donc la composée x — f (xz) I'est également.
On sait de plus que cette composée est paire, on doit donc avoir I'égalité :

f(x?) =£ () f <(—X)2> A
——— =Ilim

lim
x—0 X x—0 —X
2
x7) = f(0)
Et donc limJL =0
x—0 X

Exercice 155 :
Soit f la fonction de R dans R définie par f (0) = 0 et Vx € R*, f (x) = x2 cos <l>
X

a. Calculer f (x) pour x € R*
b. En revenant a la définition, montrer que f est dérivable en O et calculer ' (0)
c. Montrer que f' n’est pas continue en 0

Solution :
a. fest bien dérivable sur R* comme produit et composée de fonction qui le sont

1 , o1 1
Vx e R* f'(x) =2xcos| — ) +x*X —sin | —
by

x2 x

1 1
Donc Vx € R*, f"(x) = 2x cos (—) + sin <—>
X

X

b. Calculons le taux d’accroissement dont f* (0) serait la limite :

fo—-f@  Feos(3) <1>
0, = = X COS

x—=0 X X

Pour x #

Comme la fonction cos est bornée, en particulier —x < x cos <—> <x

X
—f(0 1

on obtient lim JM = lim x cos <—) =0
x—0 x—0 x—0 X

Et donc fest dérivable en O et f' (0) = 0

c. Etudions le comportement de f” au voisinage de 0, en reprenant I'expression

Vx € R*, f'(x) = 2x cos <l) + sin <l>
X

X
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Comme pour la question précédente, 2x cos <—> — Oquand x — 0.
b

1
Par contre, sin <—> n’a pas de limite !
X

1 nr 1
Remargue : si besoin on peut le prouver avec x, = — et donc — = —, sin | — | vaut successivement
nr X, X,

1 et —1. On peut également exhiber 2 suites qui auront des limites différentes.

Et donc f” n’est pas continue en 0.

Exercice 156 :

Soit @ un nombre réel non nul, x; et x, 2 nombres réels tels que x; < x,, et fla fonctionx € R — ax?.
X+ x

Montrer que la tangente au graphe de f'au point d’abscisse % est paralléle a la droite joignant les

points du graphe de f'aux points d’abscisses x; et x,.

Solution :
On sait que f est dérivable et que sa dérivée f'estx € R — 2ax.

e est donc a (xl + xz).

X
Le coefficient directeur de la tangente au graphe de f au point d’abscisse

D’un autre c6té, le coefficient directeur de la droite joignant les points du graphe de f aux points d’abscisses

2 2 —
, 2=V _axy—ax (2 +x1) (%2 =)
X, et x, est donné par la formule : = =a =a (x2 + xl).
X2 =X X2 =X X2 =X

Ainsi, les 2 droites ont le méme coefficient directeur et sont donc paralleles.

Exercice 157 :

a. Pourn € N*, déterminer I'équation de la droite D, tangente au graphe de la fonction In au point 7.
b. Soit x,, 'abscisse du point d’intersection de D, avec L'axe Ox. Déterminer x,, et la limite de la suite

(xn)n>1'

Solution :

1
a. On sait que la dérivée de la fonction In estx € R +— — et donc : I'’équation de D, est
X

y=1n(n)+l(x—n)
n

Rappel : I'équation est de la tangente est rappelée dans le poly, je le remets tout de méme si besoin pour
une fonction f dérivable en a : y = f (a) + f' (a) (x — a). Il faut la connaitre par caeur, mais surtout savoir la
retrouver rapidement si besoin : le coefficient directeur est f' (a) par définition du nombre dérivé et la droite

passe par (a, f (a)).

X
Finalement, 'équation de D, esty = — + In(n) — 1
n
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b. x, estle pointde D, pour lequel y,

by
0,ainsi: —+1In(n)—1=0

Doncx, =n (1l —In(n))et lim x,
n—+oo

Remarque : je ne développe pas, il n’y a pas de forme indéterminée.

n
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