Bac S 1996 - Metropole gr |l

Exercice 1 :

1. On veut exactement 2 boules blanches. Il existe 3 possibilités pour y arriver :
« 2 boules blanches dans l'urne U, et 0 dans U,, notée P (2,0)
« 2 boules blanches dans l'urne U, et 0 dans U, notée P (0,2)
» 1dans chaque, notée P (1,1)

Indiquons les arbres des 2 urnes :

urne Uj :
1 B
2
1 .
3 N
3
4 B
I
4 N
urne U, :
1 B

N

N

3 1 9
P2 =—X=X=—X—=——
5 2 100

2 1 2 1 1
PO2)=—X—X—X—=——
5 4 5 4 100

3 1 2 3 2 3 3 1 12 12 36
PlLD)=(=X=-+=X—|X|(=X—+=X=|=—X—=—
5 2 5 4 5 4 5 2 20 20 100

En additionnant les 3, on trouve bien que la probabilité de tirer exactement 2 boules blanches est 0.46
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2.

a. Laloi X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 et4

Traitons déja les cas les plus simples X = 0 et X = 4. Par « symétrie » des urnes U, et U,, ces 2 résultats
ont la méme probabilité.

On utilisera la notation « évidente » P (n) pour la probabilité de X = n.

X = 0 correspond a toutes les boules tirées sont noires.

2 1 3 1 6
PO =—X—X=—x—=——=0.03
5 4 5 2 200

De la méme fagon, on trouve P (4) = 0.03

Nous allons utiliser les calculs de la premiére question pour calculer P (1) :

En reprenant les notations de la premiére question,ona P (1) = P (1,0) + P (0,1)
12 3 2 12 18 6

Pl)=—X—+—X—=——+—=0.24
20 10 20 20 100 100

De la méme fagonque P (0) =P (4) P (3) =P (1) = 0.24.

OnadonclaloiX:P(0)=P4)=0.03,P3)=P(1)=0.24,P(2)=0.46

b. Calculons I'espérance de gain pour le jeu proposé, sachant qu'on gagne 1€ (on va éviter de parler en
Francs !) par boule blanche tirée :

E=0XPO)+1XxXP(1)+2XP2)+3xXxPB)+4xP4)

Ce qui donne :
E=1%x024+2x%x046+3x%x0.24+4x0.03 =2.

L'espérance de gain est de 2€ pour une mise de 2,5€. Le jeu n’est pas équitable.

3. Pour cette question, nous allons utiliser la formule : P (A N B) = P (A) X P4 (B)

P(,1) 036
Py, (1B U)) = PX=2 ~ 046 0.78

La probabilité de tirer une boule blanche dans U, sachant qu’on a tiré 2 boules blanches est donc de 78 %

4. Comme déja vu, la probabilité de tirer 2 boules blanches est P (2B) = —

10
On va cette fois utiliser la formule P (A') = 1 — P (A)

Sur les 10 tirages, avoir au moins 1 fois 2 boules blanches est I'événement contraire de aucun des 10
tirages n’a obtenu 2 boules blanches.

On est donc en présence d’une loi de Bernouilli avec P (2B) = 0 et P (ﬁ) = 0

10
_ 7
Onadonc P (10 X 2B) = <E> ~ 0.03

Finalement, la probabilité de tirer au moins 1 fois 2 boules blanches est de 0.97.
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Exercice 2 - enseignement obligatoire :

1.
a. Le schéma sera inclus plus tard.

b. D’aprés la figure, on voit immédiatement que A BC est un triangle rectangle en B.
Compte-tenu de la disposition des points, la méthode la plus simple semble étre le calcul du produit scalaire

— —
BC . BA.

— —
OrBC(0,4) et BA (—4,0).

Rappel : le produit scalaire de u (x, y) etV (x’, y’) est.V = xx + vy

— —
OnadoncBC.BA =0

On confirme donc que A BC est un triangle rectangle en B.

2.

a. Nommons B'l'image de B.
g—(4+2i) 4-20—-4-2i 4i

g =

= — =

g+ 2i 4 —-2i+2i 4
Sur le méme principe, nommons C’ 'image de C.
Zc— (4 +2i) _4+2i-(4+20) _0

Zc+2i 44+ 20 +2i
Donc C' =0

o =

Les 2 points sont placés sur la figure.

Z—Z3c

z— (4 +20)
z+2i

=1

b. |z’| =1

T — 34

— —
Ce qui signifiedoncque M € § & |CM| = |[AM

Et donc & est la médiatrice de [AC]

3.
a. Sigz# —2i,ona:

—(4+2i
Z=1D(z+2i)= <w

z+ 2

Ce quiconfirme que Vz # —2i, (Z  —1)(z+2i)=—-4—4i

b. On considére M # A et M’ son image.

—1>(z+2i)=z—(4+2i)—z—2i=—4—4i

D’aprés la question précédente, si M’ = D, on aurait 7' — 1 = 0 et donc I'égalité précédente ne pourrait

étre vérifiée.

Donc VM #A, M' #+# D

DM' X AM =

71| x|z+2i] = [ =D +2)| = |-4-4i| =16 +16 =1/16 x 2
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Etainsi DM’ X AM = 4\/5

<7, W) + <7 m) =arg (/= 1) (z +20)) = arg (—4 — 4i)

Rappel : 'argument du produit de 2 complexes est la somme des arguments de ces complexes. On le
prouve rapidement en utilisant la forme exponentielle.

— 5
Et donc <7, DM’) + <7, m> = Tﬂ [271]

Figure :

O D
@ @
-1 0 1
BI
-1@
A
2@

Exercice 2 - spécialité :

1.
a. Je n’insiste pas sur les propriétés du carré, on a :

L'image de N par r est P et celle de [A N] est donc [BP]

De la méme fagon :

L'image de P par r est Q et celle de [BP ] est donc [CQ]

Idem, je n’insiste pas sur la rédaction, mais en utilisant le fait que (AN)//(QC) et (DM )//(BP) etle
théoréme de Thales on trouve que AE = BF = CG.

On en déduit que G est I'image de F par r et FOG est rectangle en O.
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b. En faisant « tourner » les mémes observations, on conclut que EF G H posséde des cotés paralléles 2 a
2, et de méme longueur et que ses diagonales sont orthogonales et se coupent en leurs milieu.

On conclut de cela que EFGH est un carré.

Remarque : je n’ai pas pris la peine de rédiger en détails, mais je pense que toutes les propriétés utilisées
sont assez évidentes en Terminale. N’hésitez pas a tout écrire si besoin, je pense que la seule étape un peu
moins triviale est I'utilisation de Thales qui nécessite le nommage des points d’intersection entre les

diagonales de ABCD et les cétés de EFGH.

2.

a. Onadéjaexplicit¢e AE = DH.

DH = HE s’obtient assez directement, une nouvelle fois avec Thales dans A DE comme Q est le milieu
de [AD]. On en tire également AE = 2QH.

DoncAE =DH=FEHetAE =20Q0H.

b. Par construction,onadéjaAE = EH = HK et 2 angles droits en E et H.

Ceci permet de conclure que A EHK est un carré

Remarque : les éléments donnent que A EHK est un trapéze rectangle, les 2 bases ayant la méme
longueur, c’est un rectangle et les 3 cb6tés connus étant de méme longueur, c’est un carré !

Lairede AEHK estAE X HE

AFE X DE
L’aire deAEDestT =AFE X HE

Ainsi, ALHK et A ED ont la méme aire.

C. Ona.SZfABCD=4X.S27ADE+.QfEFGH

Et avec la question précédente, & 4 gcp = S X A gy

3. Le raisonnement va étre le méme, les « proportions » du théoréme de Thales vont étre modifiées, mais
le principe n’est pas modifié !

Probleme :
Partie A :

1.
a. festdérivable sur R comme produit de fonction qui le sont.

Vx eR, ff(x)y=e " —xe ™" =e*(1—x)

Comme de plus Vx € R, e™ > 0, f"estdu signede 1 — x

Finalement, Vx € R, f'(x) = e * (1 — x) et f est croissante sur]—oo,l] puis décroissante sur [1, + oo[

b. Commencons par la limite en — oo, qui ne présente pas de forme indéterminée :
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Quandx - — 0, ¢ ¥ = +

Etdonc lim f(x) = — o0

X—>—00

En +o0:
Quand x — + oo, e — 0 et par croissance comparée :

lim £ (x) =0

X—+00

c. On en déduit le tableau de variations de f

x —00 1 +00

2,

a. fétant en particulier continue, on peut utiliser la réciproque du théoréme des valeurs intermédiaires
(TVI).

Onadeplusquef (0) =0

1
On déduit donc que f (x) = — 5 n’admet pas de solution sur R et une unique sur R _

b. Numériquement, on trouve f (—0.36) ~—0516etf (—0.35) ~ —0.497

En application du TVI, on conclut bien que —0.36 < a < — 0.35.

c. Je n’insiste pas sur cette question qui est exactement la méme que la précédente, on y répond avec la
réciproque du TVI, le calcul numérique et le TVI !

On trouve donc —0.57 < f < — 0.56

Partie B :

2
1. VX €R, g () =f @+ [f ()]
g est bien dérivable, car la composée f2 I'est comme f.

Vx €R, g'(x) =f () +2f () f (x)

Etdonc Vx € R, g’ (x) =f" (x) (1 +2f (x))

Le tableau ci-dessous nous donne le signe de g’
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xT —00 « 1 “+oo
[ (x) + + -
14 2f(x) - + +
g’ (x) - + -

Ainsi, g est décroissante sur |— o0, ], croissante sur [a,l] puis a nouveau décroissante sur [1, + oo[

2. En—c0:
. 2 x| 2,-2x _ 2,-2x e’
Ecnvonsg(x)zf(x)+[f(x)] =xe " +x°e " =x"e 1+ —
X
ex
Quandx —» — 0, X2 > + 00, e ¥ 5> +toetl +— — 1

X

Etdonc lim g (x) =+ o

X—>—00

En+o0:
g (x) =xe™ +x% 2"

Par croissance comparée, nous pouvons conclure directement :

lim g(x)=0

X—+00

3. Le tableau de variation de g

T —00 « 1 +00
g’ (x) - + -
+o00 e+ 1
X - -
g( ) \ 1 / 2 \

4.

a VxeR, gx)—x =xe™ + x%e72*

—x =xe™* (1 +xe™* — e")

Ce qui confirme Vx € R, g (x) —x = xe™ (1 +xe ¥ — ex)

b. Etudions la fonction intermédiaire k définiepar Vx ER, k (x) =1 +xe™ -1 —x =x (e‘x — 1)

xete™

— 1 sont de signes opposés, sauf en 0 ou les 2 valent 0.
Donc, VxeR, 1 +xe™*<1+x
Regardons maintenant [ définie par Vx € R, [ (x) = e¢*— 1 — x.
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[ est dérivable sur Ret Vx € R, I'(x) = e* — 1.
[’ est négative sur R _, puis positive sur R, donc [ est décroissante puis croissante et s’annule en 0.

Donc on confirme que Vx € R, 1 +x < ¢e*

Etfinalement Vx e R, 1 +xe™* <14+ x < é€f

c. Onag(0)=0etg’ (0)=1,donclatangente a ' en O estdoncx — x.

Ainsi, g (x) — x va nous indiquer quelle est la position de I" par rapport a sa tangente.
Onavuque Vx €R, g (x) —x = xe™ (1 +xe™ — ex) et la question précédente, nous permet de dire

que Vx € R, 1 +xe™ — e* <0, on conclut donc que g (x) — x est du signe opposé de ce lui de f (x).

Donc I" est au-dessus de sa tangente en O sur R_, puis en-dessous sur R .

5. Le tableau de variations de g (et le TVI) nous indique que la fonction posséde 2 racines.

L'une est 0 comme nous I'avons vu précédemment.

Calculons g (ﬁ) =f(ﬁ) + [f (ﬂ)]z =—14+1=0

0.5

Partie C :

1. Par définition de l'intégrale, & est la primitive de g qui s’annule en 0.

Et ainsi la dérivée de h et g.

Ceci permet de déduire tout de suite son sens de variations :

h est croissante sur ] — 00, ﬂ] décroissante sur [ﬂ,()] puis & nouveau croissante sur [O, + oo[
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2.
a. Effectuons, comme proposé, une intégration par parties :

X
X

X
te”'dt = — [te_t]g +[ e’'dt = —xe ™ — [e_’] =—xe ¥ —e " +1

VxER,I(x)=J 0
0

0

EtdoncVx R, I(x) = —xe ™" —e*+1let lim I(x)=1

X—>+00

X
b. Considérons maintenant J (x) = I t?e~?dt

Remarque : il y a manifestement une faute de frappe dans I’énoncé.

X 1 . X X2€_2x 1 . 1 X
Vx eR, J(x) = J e dt = — — [12e™] +J te 2dt = — —— [te™] + —J e 2'dt
0 2 0" ], 2 2 )
- _ l (x26—2x +xe—2x) _ l [e—Zt]x - _ l (x26—2x +xe—2x) _ l (e—2x _ 1)
2 4 0~ 2 4

L, 5 1 1 . 1
EtdoncVx eR, J(x)=——= (e x*+x—= ] ——= ) et Iim J(x) =—
2 2 2 4

X—>+00

Remarque : on utilise une nouvelle fois la domination de I'exponentielle sur la puissance par croissance
comparée.

Finalement, en sommant les et J, on trouve :

_ T S 1 1 . 1
VxeR, h(x)=—xe ™ —e ™ ——e™™(x*+x—— | +1+—et lim h(x)=1+—
2 2 4 4

X—>+00
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