Bac série C 1978 - Liban

Exercice 1 :

1. Etudions les premiers nombres de la forme « 37p + 1 » pour trouver le plus petit élément de E
e« p =2 :donne 37p + 1 =75 qui n'est pas divisible par 4.
« p=3:37p +1=112.4 divise bien 112, dont les diviseurs sont {1,2,4,7,8,14,16,28,56,112}

Ainsi, le plus petit élément de E est 112.

2. oncherchen € E et 26800 < n < 27800.
Comme pour la premiére question, nous allons déja identifier les candidats en étudier les nombres de la

forme « 37p + 1 ».

267 277
3799 ~ 724.3 et %9

751.

Or ~ 751.3 et entre eux, les nombres premiers sont : 727, 733, 739, 743 et

Etudions donc ces différents cas :

e p =727:37p + 1 = 26900, qui n'est pas divisible par 4.

e p =733:37p 4+ 1= 27122, qui n'est pas divisible par 4.

« p =739:37p + 1 = 27344, qui est bien divisible par 4. Ses diviseur sont
{1,2,4,8,16,1709,3418,6836,13672,27344}.

Et donc avecn = 27344, onabienn € E et 26800 < n < 27800.

Exercice 2 :

—_—= — . -
VieR, p(t)=cos(t)ad +sin(t) b
1. Soita € R
@ est bien dérivable comme somme de fonctions dérivables.

—F= . - -
ViteR, ¢'(t)=—sin(t)d +cos(t) b

— - . -2 T2 . - -
Onadonc @ (a) =cos(a) d +sin(a) b ety (a) =—sin(a)a +cos(a) b

Comme nous sommes en dimension 2, pour que 2 vecteurs forment une base, il suffit qu’ils ne soient pas
colinéaires. Il suffit donc que leur déterminant soit non nul.

Ordet (m,q)’ (a)) = cos?(a) + sin*(a) = 1

_—
Et donc <qo (), ¢’ (a)) forme bien une base de E

b4
2. On considére a # 0 lal , sinon la base est inchangée au signe et I'ordre pres.

D’aprés les expressions trouvées dans la question précédente :

@ (o) = a+ tan(a)T;

cos(a)

1
sin(a)

1 —>

_
@ (a)=—d+

tan(a)

En additionnant les 2 lignes :
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SN 1] — — 1 - 1 -
cos (a) ¢ @)+ sin (a) /(@) =tan(@b + tan (a) b= cos (a)sin (a)
Et79) =sin (a)m +cos () ¢’ (a)
Et en intégrant dans la 1ére :
N I — . — — 1 —sin*(@) — . —
a= @ (@) —tan () (szn (@)@ (a)+cos ()@ (a)) =— @ (@) —sin(a) ¢’ (@)
cos () cos (a)

= cos (@) ¢ (@) — sin (@) @' (@)

Et donc
Vt € R, m =@ ()=cos(t) (cos (a)m —sin (a) go’(a)) +sin (1) <sin (a)m + cos () go’(a))

= (cos (t)cos (@) +sin (t)sin (a)) m + (sin (t)cos (@) — cos (t) sin (a)) @' ()

— —_ _—
Etfinalement Vi € R, ¢ (t) = cos(t —a) @ (@) +sin (t — ) ¢’ ()

3. m.q)’ (u) =—cos (wm)sin (u) + sin (u)cos (u) =0

e —
DoncVu € R, ¢ (u).¢p' (u) =0

Probleme :

1. VXER,f(X)=J e—COsz(z)dt
0

Bl

T 2 1 S
vVt € O,Z], - < cos (1) < 1 etdonc > <cos’(t) < letsix >0, os?) L™
T
P - "2 T
Finalement, e cos~Odt < Ze"‘.
0

Etdonc Vx 20, f(x) <e™

Comme on sait également que Vx € R, f (x) > 0,

On conclut par le théoréme des gendarmes que lim f(x) =0
X—>+o0

2.

a. Soit b un réel strictement positif.

Posons Vx € | — 00,b], ¢ (x) =e* =1 —x — Eebxz.

@, est bien dérivable (2 fois et est méme C*):

Vx €] —00,b], p;(x) =¢* =1 —ebxetcplﬁ(x) =e*—e’ <0

Ainsi ¢’ est décroissante et tend vers +co quand x tend vers —oo.
De plus, ¢;(0) = 0etdonc Vx <0, ¢;(x) > 0et Vx > 0, ¢; (x) <0.
Ce qui nous indique que ¢, est croissante sur R_ puis décroissante.

Et comme ¢, (0) =0, Vx € ] — 00, D], ¢, (x) < 0, ce qui signifie que :
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b2

Vx €] —00,b],e*—1—x < —e"x~.

N | —

1
Etudions maintenant Vx € | = b, + oo, p, (x) = e* — 1 —x — Ee‘bxz.

@, est également dérivable 2 fois :
Vx €[-b,+ o[, py(x) =" —1— e Pxet Py (x) =e* — e >0

Le raisonnement est exactement le méme que pour I'inégalité précédente et on conclut :

1
2

-b.,2

Vx e[-b,+ o[, e*—1—x>=>—e""x".

b. Soita € R.

Posons Vx # a, ¢, (x) = dtetg,(a)=0

a
r ——a
SO -f@ r e cos’)
X o cos?(t)
Remarque : on pourrait étre tente d’exhiber ¢, sous une forme « simple », mais personnellement je n’y suis

pas parvenu ! On peut résoudre la question sans cela.

—da

Etudions donc la continuité de ¢, en a :

f(a+h>_f(a)+J%e_#2<0d 1<~% ok J

e 6052(1‘) dt —
h

_ a

__a %e cosz(t)
e cos* 0 dt +J ——dt
o cos(t)

&N

t =
o cos?(t) h

gou(a+h) =
Jo 0

a

1 % _% % _+ % e_cosz(t) 1 % _% _+ e_cosz(t)
=— J e cos (’)dt—J e cos (t>dt+J h———=dt| =— J e cosWdt —e o0 +h——0==dt
hll, 0 o cos%(t) hlly cos?(t)

1 [ (7 -——« __h h
=— e cos?0 [ e cos’dt — 1 + ———— | dt
h\ J, cos? (1)
On reconnait la forme de la question précédente avec x = — W eth =4 | h | , On encadre :
cos-(t
2 2

1 h S h 1 h
—e_4|h| — ) <e COSz(f)dt—l+—<—e4|h| _—

2 cos? (1) cos?(t) 2 cos? (1)
Et donc :

1 T o__a h 2 1 [ h ’
— J e e~ [ —Z ) ar < @, (a +h) <= J e o2t (——) ar
2h \ J, cos? (1) 2h \ J, cos? (1)

__a __a
he_4|h| J% e cos2(t) J ( h) h€4|h| I% e cos2(t)

Ou t < a+ <
2, cost@ P ST2 ), Ccost)

Et donc par le théoréme des gendarmes : lim ¢, (a +h) =0.
h—0

Finalement, Va € R, il existe une application ¢,, continue en a avec ¢, (a) = 0 et

% e_cosaz(t)
VieR, () —f(@=(—a) —j dt + 9, (0

o cos?(t)

__a
% e cosz(t)

Ceci implique directement que f est bien dérivable et Va € R, f'(a) = — J ﬁdt
g cos*(t
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3. tan est dérivable sur I etcomme u — e

Et donc pour x dans R :

X 2
Vt = I, / (l,) — —e—(xtan(t))
Ox cos? (1)

Onpose u = xtan (t), doudu =

cos? (1)
b4
Avec xtan (0) = Oetxtan 1 = x.
X 5 % e—(xtan(z,‘))2
On trouve bien J e "du = xJ _—
0 o cos2(t)

/4

2
4 __X
4. Vx €R, g(x) =f(x?) = J e cos’0dt

2
est dérivable sur R

0
Comme fonction composée, g est dérivable et Vx € R, g’ (x) = 2xf’ (xZ)
En reprenant la question 2.b., on trouve :
% e_cojz(t) % e_x2<1 +tan2(t)) 2 % e_xzmnz(f)
PRSP K Lk PP s
o cos=(t) 0 cos?(t) o cos=(1)

2 2
Et en reprenant la question précédente : Vx € R, g’ (x) = — 2™ J e "du

X

0

X
2 2
h estdérivableet: Vx € R, h' (x) = g' (x) +2e¢™* J e "du
0
Donc h est constante !

=0

or, VxeR,h(O)zg(O)zf(O)zfet lim g (x) = lim f(x*) =0

4 X—+00 x—>+00

X—+00

Cela permet de déduire que lim (

X
Et on conclut le probléme avec ce magnifique résultat : lim
x—>+00 J

)
e "du=

i
2
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