Remarque : des qu’on doit étudier le comportement d’une fonction (voir d’une suite définie a partir d’une
fonction), il est intéressant de regarder le graphique de la fonction considérée a la calculatrice ou Géogébra !

Exercice 133 :

La suite reelle (un) est définie par ses 2 premiers termes 1, et u, et la relation de récurrence

anO
VneN, u,,,= ) (un+1 +un).

Onpose Vn €N, v, =u, . —u,

a) Montrer que (vn) 0 est géométrique et exprimer v, en fonction de v et n.
nz

b) Exprimer u, en fonction de u, u, et n. En déduire que (un) 0 converge vers une limite que I'on
nz

précisera.
c) Reprendre cet exercice a partir de I'exercice 11 (exercice sur les suites linéaires récurrentes d’ordre 2).

Solution :
1 1 1
a) Vn eN, Vgl = Upyp = Upy = E (un+1 + un) “Upy =~ 5 (un+l - un) == Evn

1 n
Donc (vn)n>0 est géométrique de raison —5 ety, = <_E> Vo

n

1 n
b) En reprenant la définition de v,, on peut écrire: Vn € N, u, . | —u, = <——> (ul - uo)

1

Ouu, =u,+ <_5> (ul - “0)-

Et donc on obtient

s = 0+ (1~ 110) 3 (%)k = g+ (1 ) <—21 — 4, +§<1 - <-%>1> (1 o)

En changeant d’indice :

Finalement ! +2 2 (-1 n( ) et i : +2
Inalementu, = —u —Uu, — — _—— u,—Uu e m u, = —u —U.
R e R b e ™ 370 371

c) En reprenant I'exercice 11, on considére I'équation x? = Ex + E dont les solutions sont 4 = 1 et
1
H= 5

uQ
a_u1—uoﬂ_“1+7_1u 42,
= a-u T3 T 3707t 3%
2
Aug — uq 2
p= =g g(”o—ul)

Et on retrouve bien I'écriture de u, obtenu dans la question précédente !
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Exercice 134 :

La suite réelle (un) 50 est définie pour ses 2 premiers termes u, et 1, tous 2 strictement positifs et la
nz

relation de récurrence Vn € N, u, ., = \/u,u,_ ;.
Onpose Vn € N, v, = In (u,)

Justifier la définition de (vn) S0 En utilisant (vn) 0 et I'exercice précédent, montrer que (un) 5o converge
nz nz nz

vers une limite que 'on précisera.

Solution :
Pour que (vn) 0 soit bien définie, il faut s’assurer, par récurrence que tous les u, sont bien positifs.
nz

Initialisons la propriété avec u,, u, et u; étant donnés : comme u, > 0 et ; > 0, on a bien

Supposons maintenant que jusqu’au rang n + 1, tous les ; sont positifs et étudions le rang n + 2 :

Upyr = vV Uplyy > 0.

Ce qui nous assure de I'hérédité de la propriété.

Onadonc Vn € N, u, > Oetainsiv, = In (un) et bien défini.

1 1 1 1
On peut donc écrire : v, ., = In (un+2) =lIn <, /unun+1> = Eln (un) + Eln (”n+1) = Evn + EV,Z_H.
On reconnait (surprise !) que (vn) >0 vérifie la relation de récurrence de I'exercice précédent.
nz
) . 1 2 1 2
On saitdonc que lim v, = —vy+ —v, = —In (uo) + —In (ul)
n—+0co 3 3 3 3

1 2
Ainsi, par continuité de la fonction exponentielle, on déduit : lim u, = exp <§ln (uo) + Eln (u1)>.

n—+oo

Autrement écrit 1 lim u,, = v ugu?

n—+oo

Exercice 135:
La suite (un)n>0 estdéfinieparug € R et Vn €N, u, . =u,+/n+1+sin (un)

a) Montrer que (un) 0 esta valeurs dans R
n

=

b) Montrer que lim u, =+ oo
n—+oo

Solution :

a) Montrons par récurrence que Vn € N, u,, > 0:

uy € Roetu; =uy+1+sin (”0) 2> 0,car 1+sin (”0) 2 0 (on utilise évidemment le fait que la
fonction sinus est a valeurs dans [— 1,1])

Supposons donc la proposition vraie au rang # et étudions lerangn + 1 :

Upyy = U, +/n+1+sin(u,) >0 cary/n+1+sin(u,) >0

Ce qui assure I'hérédité de la propriété.
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On conclut que (””)n>0 estavaleursdans R .

=z

b) Avec le résultat précédent, on peut écrire: Vn € N, u, .| = u, +\/n+1 +sin (un) zyn+1-1

Etainsi lim u, =+ oo
n—+oo

Exercice 136 :
La suite (un)n>0 est définie parug € Ret Vn €N, u,,;, = u, + cos (nun) + 2.

Minorer u,, en fonction de u et n afin de montrer que lim u, = + co.
n—+oo

Solution :

Etudions les premiers éléments de la suite :

up =uy+2

Uy =u; +cos (ul) +2 =uy+cos (ul) +2X22>uy+2X2—1(Comme précédemment, on utilise le
fait que la fonction cosinus est a valeurs dans [— 1,1] )

Tachons de montrer, & partir de ces premiers termes que Vn € N, u,, > u, + n.
On suppose donc ce résultat vrai au rang n et étudions lerangn + 1 :
U,,1 = U, +cos (nun) +2 > ug+n + 1, ce qui nous assure I'hérédité de la propriété.

Etdonc Vn € N, u, > uy+ n.

Ceci implique directement que lim u, = + oo
n—+oo

©antoine.remond.maths@amail.com



mailto:antoine.remond.maths@gmail.com

	Exercice 133 :
	Exercice 134 :
	Exercice 135 :
	Exercice 136 :

