Exercice 11 :

Soient a et b deux nombres réels. On suppose que I'équation x~ = a x + b admet deux racines réelles
distinctes A et u. On se propose de déterminer 'ensemble & des suites réelles (un) N telles que
n

2

VvneN, u,,,=au, +bu,
a) Montrer que pour a et f dans R, la suite (al" + ﬁ,u”) o appartient a &.
n

b) Soit (un)neN un élément de &. Veérifier qu'il existe deux nombres réels a et f tels que a + f§ = u, et

al+ pu = u,.
c) Avec les notation de b), montrer que Vn € N, u, = aA” + pu".
d) Retrouver le résultat de I'exercice 7.

Solution :

a) Etudions la relation entre 3 rangs successifs de la série (a/l” + ﬁ,u") N
n

a(ad™' + pu"™) + b (ad" + pu") = aad™ + afu™" + bal™ + bpu"
= al"(ad +b) + pu" (ap + b) = al™? + pu"+?

Ceci prouve que la suite (axln + ﬂ,u") o, &8t bien un élément de &
n

b) On considére (un) o un élément de &.
n

u, et u; sont donc donnés. On cherche donc a et 8 qui vérifient :

{a+ﬁ=u0 - p=uy—a N a(d—u)=u —up
al+pu =u a/1+(u0—a),u=u1 f=uy—a
_up—ugp
a= py—
Finalement, on trouve Uy — ugu Aug - ug
= Un — =
ﬂ 0 (}“_."‘) A—pu

c) Téachons de montrer la propriété demandée par récurrence.
Initialisation : pourn = 2
U, =au, +buy= a(a/l +,B,u) +b(a +,B) =aal +ab + pau + pb = al® + pu*

Hérédité : supposons que la propriété est vraie au rang n et étudions le rang n + 1.

U,y =au,+bu, =a (OM” +ﬂ,u”) +b (aﬂ”_l +ﬂ,u”_1) =aal"+ abl" ' + Bau™ + pbu"!
=aA" " (ad+b) +pu"" (ap +b) = ad™ + put!

Et la propriété est vraie aurang n + 1.

Donc Vn € N u, = al” + pu"

d) Alexercice 7, (un)neN est définieparug =2, uy =5etVn € N, u, ., = Su,,; — 6u,.

Les solutions de x> = 5x — 6 sont 1 =2 ety = 3.

Avec a = 1 et # = 1, on retrouve bien le méme résultat !

Exercice 12 :

Soient a et b deux nombres réels. On suppose que I'équation x~ = ax + b admet une unique racine réelle
distinctes 4. On se propose de déterminer 'ensemble & des suites réelles (un) N telles que
n

2

VneN, u,,,=au,,+bu,
a) Montrer que pour « et  dans R, la suite (axln + ﬂnﬂ") N appartienta &.
n



b) En reprenant la méthode de I'exercice précédent, montrer que si la suite (un) N appartient a &, il
n

existe deux réels a et S tels que Vn € N, u, = aA" + pni".

Solution :
a) Initialisation : vérifions la propriété pour n = 2.
au; +buy=a(al+pi) +ba =a(al+b)+api =al’>+p(A*—b)

Or, une équation du second degré peut s’écrire x%—Sx + Pou S et P sont respectivement la somme et le
produit des racines du trinéme. On a donc —b = A.
Ceci permet de confirmer que au; + buy = al* +2B1% etu, = au, + bu,,

Hérédité : supposons qu’au rang nn + 1 la propriété doit vraie (ie. u,,, | = au, + bu,,_,) et étudions le rang
n+2:

au, .y +bu, =a(ad™ +m+ DA + b (ad"+ pnd") = al" (ad +b) + pni" (al +b)
=al"™+ A" (a(n+ DA+nb) =al™ + 2" ((n + 1) 4> = b) = ad™* + f (n +2) A"+,

Et la propriété est confirmée pour le rang n + 2.

On conclut donc (a/l" + fpn /1") € 8.
neN

b) Procédons comme proposé de la méme fagon que dans I'exercice précédent en identifiant a et f (la
présence du n simplifie le systeme !) :

(X=u0 a:uo
o —
al+pA =u, ﬂ:”lﬂ_”oﬂ

Je ne refais pas le calcul, le raisonnement étant identique a I'exercice précédent, avec les calculs de la
question ci-dessus ! (N’hésitez pas a les refaire en entrailnement).

Exercice 13 :
Soit A une partie de N* contenant 1 telle que :
hVneA,2neAi)VneN*, n+1e€eA=>neA

a) Montrerque Vmm € N, 2" € A
b) Montrer que A = N*

Solution :
a) Par définition, 1 € A. Donc par la 1ére propriété de A,2 X 1 =2 € A.
On a donc initialisé la récurrence avec 2° et 2! sont bien dans A.

Hérédité : supposons 2™ dans A et étudions lerangm + 1 :

A nouveau en utilisant la 1ére propriété, 2" € A = 2 x 2"
propriété.

= 2+l & A et on s'assure de I'hérédité de la

Onconclut Vm € N, 2" € A

b) On va montrer par récurrence que tous les entiers entre 2™ et 2! sont bien dans A.

initialisation : entre 2! et 22 : 4 étant dans A, 4 — 1 = 3 est bien dans A et donc tous les éléments le sont.
Héredité : considérons que tous les entiers entre 2 et 2! sont dans A et étudions le rang 2"+ (entre
2m+1 et 2m+2) :

Par hypothése Yk € [2'”; 2’"“], k € A eten utilisant la 1ére propriété on a 2k € A, ce qui signifie que
tous les nombres pairs entre 2! et 22 sont bien dans A.



En utilisant la 2éme propriété, on trouve que tous les 2k — 1 sont également dans A et donc tous les
nombres impairs contenus entre 2! et 22 sont dans A.
La propriété reste donc bien valable entre 2"+! et 2+2,

On conclut finalement que A = N*,

Exercice 14 :

Fraction égyptiennes

On se propose de montrer que que tout rationnel de ]O,l [ s’écrit comme une somme d’inverses d’entiers
naturels deux a deux distincts. Ce type d’écriture, utilisée par les égyptiens pendant I'antiquité, n’a pas grand
intérét, mais la preuve du résultat est un bon exemple de raisonnement par récurrence.

m ;
a) Soit x un rationnel de ]0,1 [ On écritdoncx = —, (m,n) € N2, m < n.
n

On effectue la division euclidienne de nparm:n =mq +r, g € N*, r € {0,1,....n — 1}.
On suppose que x n'est pas l'inverse d’un entier, ie. que m ne divise pas 7 ou encore r # 0
1 I

m
Montrer que x — peut s’écrire sous la forme —, n’ € N*, m’ € {1,...,.m — 1}
n

q+1
b) En utilisant une hypothése de récurrence judicieuse, démontrer la propriété voulue.

c) Constater que la démonstration précédente fournie un algorithme de calcul et 'appliquer a x = ﬁ

Solution :

m
a) Soit x un rationnel de ]0; 1[, onécritx = —, (m,n) € N2, m < n.
n

Onécritn =mgq +r,q € N* et < r < m par hypothése.

I m I m Il mg+m-mg—r  m-r
q+1 n qg+1 mg+r gqg+1 n(q+1) n(q+1)
1 m’
Enposantm’:m—retn’zn(q+1),onabienx—T=—/avec0<m’<mpardéfinitionde
q n
r.

b) Notons qu’on est plutét dans un algorithme « tant que » que dans une récurrence. C’est d’ailleurs le sens
de la question suivante, mais je mets la remarque dés maintenant, car on ne pourra évidemment pas

avoir une proposition du type « Vn € N » ce qui pourrait déranger certains.

1 m;

Initialisons la proposition : Tant que m; > 1, on peut écrire x — Z =x; = & avec

= q;+ 1 My

i i
0<m; y <m;.Onadeplusm; ;=m — Z reetn; = nOH (qk + 1).
Par construction, on a toujours x; < 1.
i , . - My ,
On modifie les notation de la réponse précédente en x = — et ny = myq, + 1y, puis my = my — ry et
0

nl = nO (q0+ 1)

Hérédité : supposons la propriété vraie au rang i et étudions lerang i + 1
En effectuant la division euclidienne de n; | parm; | : n; .1 = M 19,11 + iy
1 My 1 My 1 S

gim+1l  ngy G+l mgggt+ria g+l onygy (%+1 + 1)
Ce qui confirme I'hérédité de la propriété.

Onax;,,=x;—



Ainsi construite, la suite des (m;) est strictement décroissante et minorée (strictement également) par 0.
m 1

L'algorithme se termine quand un m;, = 1 et qu'on peut écrire —* — —_
e

Et donc x s’écrit comme une somme d’inverse d’entiers.

c) Lalgorithme a été explicité dans la question précédente, traitons I'exemple proposé.
5
X =ﬁet17=3x5+2=q0><5+r0

i 5 1 20-17 3 m
:xlz———:—:—:—et68=3><22+2=q1><3+r1
17 4" 68 68 n

11 31 69-68 1 m,

XH = = = —_— .
4 23 P68 23 1564 1564 n,
On remarque que m, = 1 et donc I'algorithme est terminé.

5 1 1 1
Finalement, on peut écrire : — = — + — +

17 4 23 1564
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