Exercice 209 :
L’inégalité de Young
Soit p E]l,+ oo[.

a) Montrer qu'il existe un unique réel g (que I'on appelle parfois exposant conjugué de p) tel que
1
— + — = 1. Vérifier que g > 1. Déterminer g pourp =2 etp = 4.
p q

. xP 1
b) On fixe y dans R*. Etudier les variations de la fonction f définie par Vx € R¥, f(x) = — + Y Xy
p q

. xP oy
c) Conclure que V(x,y) € R}:, xy < — +—.
p q

Solution :
al) Pri)cédons par analyse / synthése :

+
—+—=1®u=1©p+q=pq
p q pq

Donc, si g existe, g = > 1 et est unique.

. I p-1
Alinverse, — + —— = 1.
p p
1 1
Donc 3! g = >1, —+—=1
p—1 P 9
Pourp =2, g =2.
4
Pourp =4, q =§.

xP oyl
b) Vx ERY, f(x) = —+——xy
p q

f est dérivable comme fonction polynomiale et f' (x) = x*~! —y

1

Donc f est décroissante entre l 0,yr- 1] , puis croissante jusqu’en +00.

y4
De plus, f (0) =— >0
q

P
1 p—1 q 1 q q 1 1 1
Etf<y—p—l> — Y +y__yp—1y :y_+y__yp—l+1:yq<—+—> —y9 =0, qui est donc le

q p q P q
minima de la fonction.

xP q
c) On déduit de la question précédente Vx € R*, f(x) = — + Y xy = 0.
p q

_ 2 xP oy
Ce qui permet de conclure V(x,y) ERS xy < —+—.
P q




Exercice 231

L’inégalité de Hblder pour les intégrales

1
Les notations p, g sont celles de I'exercice 209 (ie. p € ] 1,4+ o [ — 4+ — = 1) sur I'inégalité de Young,
P 4
dont on utilise le résultat (mais on a fait I'exercice avant !).

Soient a et b deux réels tels que a < b, f et g deux fonctions continues de a, b] ans R. On se propose de
1

b b r b q
démontrer 'inégalité de Hélder : J f()g@dt| < <J f @ |” dt> (J | @) | dt)
a a
(Pour p = 2, on retrouve I'inégalité de Cauchy-Schwartz)

a) En utilisant 'inégalité de Young, montrer que, pour 4 dans R :

b
Jf(t)g(t)dt S/I J IF @ dt+—J FGINE

b) Déterminer le m|n|mum de la fonction :

e AER*H—J |f(t)| dr+—J |g(t)| dt

c) Conclure

Solution :
On supposera que f'et g sont non nulles sur [a, b], sinon le résultat recherché est évident.

a) Considérons I'inégalité de Young avec x = A |f (t)| ety = % |g (t)| avect € [a, b], on peut écrire :
o)~ leo] = ro]lso] <Z Fo +— |0

A P qAd
Or en intégrant sur [a, b] et en utilisant I'inégalité triangulaire :

b b
J fgmat <J [F 0] |e @] d

b
Donc Jf(t)g(t)dt <= J GIN dt+—J FGINE

b) La fonction y est bien dérivable sur R* et pour 4 dans R :

b b
w'u)=zp-lj r | dr - J |2 ] ar

ﬂq+1

Aa+1

1 q
Y’ est elle-méme croissante comme somme de fonctions croissantes sur Rj‘_ A —J |g (1) | dt est
décroissante, donc son opposée est croissante)
De plus limy’' (1) = — o0 et lim y'(4) =
A—0

A=+o0

W est donc décrmssante puis croissante avec un minimum quand sa dérivée s’annule, donc quand :

w'(ﬂo)=ﬂp‘1J | ar —LJ g dr=0



g ()| dr

Ib
j: IGIE

/16’_1r o dr = r g (0)|" drouar+i =
a a

q+1
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La valeur minimale de y est donc :

_P _4q

L[ 17 e @] ar ”+qu . ol al
A y=—]= " o dt + — | L+——-—+—
YO rara) YO o

y4 1— P q 1— q
1 b 9 p+q b » ptq 1 b » ptq b 9 p+tq
=;<J |s @] dt> (J lF @] dt> +3<J lF @] dt) (J | @] dt)

1
Or,1- P __1 = — et « symétriquement », 1 — 9 __P —.

p+q p+q p p+q p+q g

b q
J g (0| dr

1 b q % b » % 1 b » % b q q
Donct//(/lo)=;(J s @] dt) (J 6] dt) +5(J 1G] dt) (J s @] dt>
1 1 1 1
b » p b q q 1 1 b » p b q q
= J RGINE J FGINE <5+E>: J OINE J |s )| at

Donc y est donc décroissante puis croissante avec un minimum de

b 5 /b 7
([ |f(t)|pdt> <J |g(t)|qdr>

c) En reprenant cette valeur minimale dans I'inéquation de la question a), on obtient donc I'inégalité de
Holder recherchée :
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<<J £ @) M> (Jlgow M>

b
J fg@dr
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