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Exercice 1 : On définit (u,) par: Vn € N, u, = J "e'dt
0

1- Calculer uy,.

2- Montrer que (u,,) est positive est décroissante.
3- Vn € N, exprimer u,,, ; en fonction de u,,.
4- Montrer que lim u, = 0.

n—+oo

Solution :

1 1

1

1—u0=J %e'dt =J e'dt = [e’]oz e—1.
0 0 )

2- VneN,Vr € [0; 1], t"e! > 0, donc J t"e'dt > 0.
0
Donc (u,,) est positive.

Par linéarité de I'intégrale, on peut écrire :

1 1

Upy) — Uy = I t"Heldt —J t"e'dt = J " —teldt = J t"(t — 1)e'dt.
0 0 0 0

Or, Vt € [O; 1], t—1<0donc u,  —u, <0et(u,) est décroissante.

1 1

1 1

1

3 Uy = J t"Hleldt = [z‘”“e’]o —J (n+ Dt"e'dt =e —(n + u,
0 0

4- D’'apres la question 2, (u,,) est décroissante et minorée donc converge.
e—u
s . . . +1
D’aprés la question précédente on peut écrire : u,, = — avec U, <e—1
n+1
Donc lim u, =0.

n—+o0o
1
On pouvait aussi utiliser : Vi € [O; 1], t"e' < et", donc u, < eJ t"dt
0

n
2
Exercice 2 : On définit (1,) par: Vn € N, u, = J e dx
0
1- Montrer que Vx € R, —x?> < —2x + 1

2- Montrer que (u,,) converge

Solution :

1- Etudions la fonction f : x + x? — 2x + 1.

On a A = 0 et la fonction est donc positive sur R. (La solution double est x = 1).
DoncVx €R, —x?< —2x+1.

2- Comme la fonction exponentielle est croissante, on a :

n n 1 n
J e ’dx < J e P tldy = ¢ l——e‘le = E(1 —e M) < h
. . 2" |, 72 2

La fonction exponentielle étant strictement positive, la suite est trivialement croissante.
La suite est croissante et majorée donc convergente.

Solution alternative :



On étudie la différence entre 2 termes de la suite :

"y "o, "o 1 =9 2
e dx—[ e dx=J e Y dx < Ze‘k Le™,

Y(m,n) e N>, m < n, un—um=[
0

. s i _N2 N2 1 1 -
D’apres le critere de Cauchy, pour € donné en prenant ¢ Lese 22— N =4/In(—),on vérifie
€ €
que la suite est convergente.



