Exercice 45 :

n
1
a) Sin estdans N*, simplifier la somme 2 In <1 + ;)
k=1
Quelle est la limite de cette expression quand n tend vers 400 ?

< 1
b) Sin estun entier > 2, simplifier la somme Z In <1 - —>
k2
k=1

Quelle est la limite de cette expression quand n tend vers +o0 ?

Solution :

a) Zln<1+ > Zln<k+1>=§ln(k+1)—ln(k)=ln(n+1)

z 1
On déduit: lim 21n<1+—> =4+ 0
k=1 k

n—+oo

n n 2 _ k +_1 n
b) Zln(l—%) Zln<k 1>_ ( >=Z(Zn(k+1)+ln(k—1)—21n(k)>
k=2 k=2
:Zln(k+l)—ln(k) Zln —ln ln(n+l)—ln(2)—ln(n)—ln<n+1>—ln(2)
n
k=2
1 n+1
quand n tend vers + oo, — letin ( > - 0.
n n
- 1 _
Doncnl_l)r_:loo];ln l_ﬁ =—In().

Remarque : la fonction [n est définie pour x > 0, cependant pour0 < x < 1, In(x) < 0

Exercice 46 :

. 1 a b c
Déterminer 3 réels a, b, c tels que Vx € R\{0; — 1; — 2} =—

: =—+ + :
xx+DE+2) x x+1 x+2

1
k(k+1) (k+2)

En déduire une expression simple de U,, définie par: Vn € N*, U, = Z

Déterminer la limite en + 0o de (U”)neN'
Solution :
b +1D)(x+2)+bx(x +2)+ +1
Vx e R\{0;— 1; -2}, L & h_ ¢ _aGA D+ Db+ D exrt )
x x+1 x+2 xx+1)x+2)

On cherche donc
ax+DE+2)+bx(x+)+ex(x+D=a(x?+3x+2)+b(x?+2x) +c(x*+x) =11

Commea (x* +3x +2) +b (x?+2x) + ¢ (x* +x) = (a +b +¢) x>+ (3a +2b +¢) + 24,
a+b+c=0
on doit résoudre le systéme : < 3a +2b +¢ =0

2a =1
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b=-L1_¢

1
On déduit immédiatement a = 5 et le systéme devient: § —2¢ + ¢ = — % +1

a4 =~
2

1 1
Finalementa = E c=—etb=—-1,dou

1 1 1 1

Vx € R\{0; —1; -2}, =— - + .
xx+Dx+2) 2x x+4+1 2x+2)

Intégrons cette égalité dans la définition de U, :

vnent U=y ! _y Lt 1 _l”l__i__ii_i___L_
T S k(k+1) (k+2) &2k k+1 0 2(k+2) 2&k k+1 24 k+1 k+2
On a donc 2 sommes télescopiques :
1 1 1 ~ 1 1 1 1
———=1- ot ) - =— - .
k:lk k+1 n+1 k=1k+1 k+2 2 n+2
1 1 1 1 1 1
Finalement, U, = —( 1 — ——+ =—— :
2 n+l1l 2 n+2 4 2m+1)(n+2)

On en déduit donc lim U, = —.
n—+n
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