
Exercice 45 :

a) Si  est dans , simplifier la somme .


Quelle est la limite de cette expression quand  tend vers  ?


b) Si  est un entier , simplifier la somme .


Quelle est la limite de cette expression quand  tend vers  ?


Solution :

a) 


On déduit : 


b) 





quand  tend vers ,  et .


Donc .


Remarque : la fonction  est définie pour , cependant pour , 


Exercice 46 :

Déterminer 3 réels  tels que .


En déduire une expression simple de , définie par : .


Déterminer la limite en  de .


Solution :




On cherche donc 



Comme ,


on doit résoudre le système : 


n ℕ*
n

∑
k=1

ln (1 +
1
k )

n +∞

n ⩾ 2
n

∑
k=1

ln (1 −
1
k2 )

n +∞

n

∑
k=1

ln (1 +
1
k ) =

n

∑
k=1

ln ( k + 1
k ) =

n

∑
k=1

ln (k + 1) − ln (k) = ln (n + 1)

lim
n→+∞

n

∑
k=1

ln (1 +
1
k ) = + ∞

n

∑
k=2

ln (1 −
1
k2 ) =

n

∑
k=2

ln ( k2 − 1
k2 ) =

n

∑
k=2

ln ( (k + 1) (k − 1)
k2 ) =

n

∑
k=2

(ln (k + 1) + ln (k − 1) − 2ln (k))
=

n

∑
k=2

ln (k + 1) − ln (k) −
n

∑
k=2

ln (k) − ln (k − 1) = ln (n + 1) − ln (2) − ln (n) = ln ( n + 1
n ) − ln (2)

n +∞
n + 1

n
→ 1 ln ( n + 1

n ) → 0

lim
n→+∞

n

∑
k=1

ln (1 −
1
k2 ) = − ln (2)

ln x > 0 0 < x < 1 ln(x) < 0

a , b, c ∀x ∈ ℝ∖{0; − 1; − 2},
1

x (x + 1) (x + 2)
=

a
x

+
b

x + 1
+

c
x + 2

Un ∀n ∈ ℕ*, Un =
n

∑
k=1

1
k (k + 1) (k + 2)

+∞ (Un)n∈ℕ

∀x ∈ ℝ∖{0; − 1; − 2},
a
x

+
b

x + 1
+

c
x + 2

=
a (x + 1) (x + 2) + bx (x + 2) + cx (x + 1)

x (x + 1) (x + 2)

a (x + 1) (x + 2) + bx (x + 2) + cx (x + 1) = a (x2 + 3x + 2) + b (x2 + 2x) + c (x2 + x) = 1

a (x2 + 3x + 2) + b (x2 + 2x) + c (x2 + x) = (a + b + c) x2 + (3a + 2b + c) + 2a
a + b + c = 0
3a + 2b + c = 0
2a = 1
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On déduit immédiatement  et le système devient : .


Finalement ,  et , d’où 

.


Intégrons cette égalité dans la définition de  :





On a donc 2 sommes télescopiques :


 et .


Finalement, .


On en déduit donc . 


a =
1
2

b = − 1
2 − c

−2c + c = − 3
2 + 1

a = 1
2

a =
1
2

c =
1
2

b = − 1

∀x ∈ ℝ∖{0; − 1; − 2},
1

x (x + 1) (x + 2)
=

1
2x

−
1

x + 1
+

1
2 (x + 2)

Un

∀n ∈ ℕ*, Un =
n

∑
k=1

1
k (k + 1) (k + 2)

=
n

∑
k=1

1
2k

−
1

k + 1
+

1
2 (k + 2)

=
1
2

n

∑
k=1

1
k

−
1

k + 1
−

1
2

n

∑
k=1

1
k + 1

−
1

k + 2

n

∑
k=1

1
k

−
1

k + 1
= 1 −

1
n + 1

n

∑
k=1

1
k + 1

−
1

k + 2
=

1
2

−
1

n + 2

Un =
1
2 (1 −

1
n + 1

−
1
2

+
1

n + 2 ) =
1
4

−
1

2 (n + 1) (n + 2)

lim
n→+n

Un =
1
4
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