Exercice 340 :

Résoudre dans C les équations :
2 .
a) 2z—|z| +1-2i=0

b) z|z| =2+iV/3

Solution :
Pour les 2 équations, nous écrivonsz = a + ib, (a, b) e R?

2
On rappelle que |z| =a’+ b2

a) 22— |z|°+1-2i=0&2(a+ib) - (®+b) +1-2i=0&2a—a®—b*+ 1 +2ib—2i =0
Procédons alors par identification :
2 2 — 2 _ - =
2a—a”=b"+1=0 L J2a-a"=0 a—-a)=0
2b-2=0 b=1 b=1

On trouve donc 2 solutions z; = ietz, =2 +1

b) Si 2 nombres complexes sont égaux, alors leurs modules sont égaux.
2+i\/§ =\/70u |z| =\/\/7(car |z] = 0.

L’équation devient alors : z |z| =2+ i\/§ e (a + ib) \/\/7 =2+ i\/g.

pone <] || = <] =

2 3
L'identification est immédiate et 7 = +i \/— .
VVT AWV
Exercice 341 :

Résoudre dans C I'équation : 72 + 8i = |z | 2 2

Solution :
Comme habituellement, écrivons 7 = a + ib, (a, b) e R2.

(a+ib)’ +8i=a?+b> -2 & a® — b2 +2iab +8i = >+ b*—2 & 2i (ab +4) +2 (1-b%) =0

ab =-4

Par identification : )
b =1

Il'y adonc 2 solutions, z; = —4 +ietz, =4 — 1.

Exercice 342 :
Déterminer I'image de C par la fonction f définie par: Vz € C, f(z) =z + |Z|

Solution :

Commencgons par s’intéresser aux éléments de R :
« VZER,, |z| =—zetf(2)=0
« VZER,, z| =zetf(z) =2z

Sion écritz = a + ib, (a,b) € RZavech + 0,f(z)=a+ib +\/a2+b2 =a +\/0t2+b2 +ib.
Posons Z = A + i B et cherchons son antécédent.
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On a immédiatement B = b pour la partie imaginaire.

Pour la partie réelleona A = a + \/a2 +B?0uA —a =Va®>+ B>

Ce quiimpose A > 0
En élevant au carré on obtient (A — a)2 =A’+2Aa+a’>=da*>+B?

B> - A?
Ce quidonne a = BEYE et impose A # 0 mais O est bien solution, donc a ne pas oublier.

En conclusion, aucune image par f ne peut étre imaginaire pur ou avec une partie réelle négative et

f(€C)={z€C, Re(z)>0}u{0}.

Exercice 343 :
a) Soient z un nombre complexe, M son image dans le plan et M’ le symétrique de M par rapport a (Oy).
b) Méme question avec M"”, symétrique de M par rapport a O.

Solution :

En considérantz = a + ib, (a, b) € R2, les coordonnées de M sont (a; b)
a) Les coordonnées de M’ sont (—a; b) et son affixeestz’ = —a + ib

b) Les coordonnées de M" sont (—a; — b) et son affixe estz’ = — 2

Exercice 344 :

Décrire les ensembles suivants de nombres complexes. (L'exercice propose de représenter ces ensembles.
Je ne le ferai pas ici, mais jencourage évidemment les éléves a le faire pour se fixer au mieux les images en
téte).

E={z€C; Re(z) =4} F={z€C; Im(z)=-2} G={z€C; Re(z)=1Im(2)}

H={ZGC; |z—3+i| =2} I={z€C; Im(z)>0} J={z€C; 2< Re(z) <4}

Solution :

Dans le plan complexe, I'axe des abscisses correspond a I'axe des réels et 'axe des ordonnées correspond
a l'axe des imaginaires.

E est |a droite d’équation x = 4.

F est la droite d’équation y = — 2.

G est la droite d’équation y = x.

H est le cercle de centre A(3; — 1) et de rayon 2.

[ est le demi-plan supérieur (points d’ordonnées strictement positives)

J est la bande verticale située entre les droites d’abscisses x = 2 (incluse) et x = 4 (non incluse).

Exercice 345 :
a) Déterminer 'ensemble des nombres complexes 7 tels que |z - i| = |z + i| par 2 méthodes :

e Par un calcul en écrivant z sous la forme algébrique
¢ En interprétant géométriquement la relation

b) Déterminer 'ensemble des nombres complexes z tels que |z - i| < |Z + i|

Solution :
a) Ecrivonsz =a +ib, (a,b) € R?

|Z—i| = |Z+i| S |z—i|2= |Z+i|2carlesquantitéssontpositives.
|a+ib—i|2: |a+ib+i|2©a2+(b—1)2=a2+(b+1)2©(b—1)2= (b+1)°
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Ceci est équivalenta b = 0 eta € R. L'ensemble des solutions est donc R.

Dans la plan, la relation revient a rechercher les points a la méme distance des points d’affixe i et —i, c’est a
dire la médiatrice du segment reliant ces 2 points. C’est bien la droite des réels (droite d’équation y = 0).

b) Linégalité correspond aux points situé sous la droite des réels, donc d’ordonnées strictement négative
(Pinégalité étant stricte).

Exercice 346 :

Déterminer 'ensemble des nombres complexes 7 tels que |Z| = |Z -1 | =1.
Interpréter géométriquement.

Solution :

Comme dans la plupart des exercices précédents : z = a + ib, (a, b) e R~
On éléve au carré I'égalité pour des nombres positifs.

On cherche donc a résoudre : a” + b* = (a — 1)2 +b%=1

Considérons la premiére partie : a + b% = (a — 1)2 +b%>=a*+1-2a+b%
1

Cequiimpose:1 —2a =0oua =5.

3
En utilisant la 2éme partie : a> + b*> = 1 © b? = 1 Sb=x—.

V3 1.£32
2

Les affixes des points sont donc z; = 5 + iT’ 2y = 5 -1

Géométriqguement, les solutions sont les points d'intersection entre les cercles de centre O (0; 0) et de rayon
1 et de centre (0; 1) et également de rayon 1.

1

On déduit immédiatement que ces points sont sur la médiatrice des 2 centres, donca = 5

Exercice 347 :

, . , <
Déterminer 'ensemble des nombres complexes non nuls 7 tels que soit réel.

z
Quel est 'image de cet ensemble ?

Solution :
Une nouvelle foisz = a + ib, (a,b) e R2

l+z 1+a+ib (1+a+ib)(a+ib) a+ib+a®+iab+iab— b

Z a—ib  (a—ib)(a+ib) a? + b2
a+a*—b*+i(b+2ab)
B a’ + b2 '

Comme on veut que I'image de z soit dans R, on veutque b + 2ab = b (1 + 2a) = 0.
1 1 .
Onadonch =0 (aveca # 0)iez € R*oul +2a =0iea =—5etz =—5+lb,b € R.

Géomeétriguement, I'ensemble des solutions correspond a I'axe des réels privé de 0 et de la droite d’équation

1
X =—-—.

2
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Exercice 348 :

Déterminer 'ensemble des nombres complexes z tels que 23+ 322 + 3z + 9 soit réel.
Quel est 'image de cet ensemble ?

Solution :
On remarque que —3 est une racine « évidente » du polynéme.

Onadone: 2 +322+ 32 +9= (2 +3) (2 +3) = +3) (2 +1V3) (2= i/3),
On utilise I'écriture algébrique z = a + ib, (a, b) e R?

En factorisant, on va s’affranchir d’une partie du développement :
(a+3+ib) <a+i<b +\/§>> <a+i<b—\/§>>
:A+il(a+3)<b +\/§>+(a+3)<b—\/§>+ab +ab+a<b+\/§>+a<b—\/§>l

Avec A € R (on n’a pas besoin de travailler sur la partie réelle de z donc pas besoin de donner son
écriture).
On va chercher les valeurs de a et b pour annuler la partie imaginaire de z.

@+3)(b+V3)+@+3)(b=V3)+2ab+a(b+3)+a(b-V3)

=ab +a\/3 +3b +3\/3 +ab —a\/3+3b-3\/3+2ab +ab +a\/3+ab—a\/3
= 6ab +6b = 6b (a + 1).

On retrouve bien qu’une partie des solutions est R (b = 0).
Le reste des solutions correspond aa = — 1.

Géométriguement, on a la droite réelle et la droite d’équation x = — 1.

Exercice 349 :

Déterminer I'ensemble des nombres complexes 7 tels que z2 — 2i = 72 + 2i.
Quel est I'image de cet ensemble ?

Solution :
Commengons par réarranger I'égalité proposée :
?2i=2 2o -P=4o@+i)(z-2)=4i

Reprenons l'usuel z = a + ib, (a,b) e R2:
(z+72)(z—2)=2a x2ib=4iab

On cherche finalement les réels a, b tels que 4iab = 4i et le résultat est immédiat b = — avec

a
a#0,b#0.

Géomeétriguement, on retrouve évidemment I'hyperbole d’équation y = —.
X
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