Du Lycée aux CPGE

Exercice 1 :
nn+ 1)>2

Montrer que : Vn € N*, 13+23+...+n3=< >

Solution :
Montrons le résultat par récurrence :

2
1x2
Initialisation : 1° = 1 = < > >

Hérédité : Supposons la propriété vraie a un rang n et étudions le rang n + 1.
En utilisant I'hypothése de récurrence, on peut écrire

2
rnr (”; 1)> +(n+1)°

13+23+...+n3+(n+1)3=<
Or

2 2 ) 2
<@> +(n+1)3=(n+1)2<<g> +n+1>=(n+1)2<”+j—”+4>=(n+1)2<(”;2)>

m+1)(n+2)
2

2
Etdonc P+ 23+ ... +n3+m + 1)3 = < > , ce qui nous assure de I'hérédité de la

propriété.
nn+1) >2

Onconclutdonc que Vn € N*, P+ 23+ ... +n’ = < 5

Exercice 2 :

Montrer que si 2 € N, il existe un entier impair 4, tel que 5% = 1 4 4,2"+2

Solution :
Le résultat ne semblant pas évident, étudions les premiers rangs.

n=0:5"=5=1+4 =1+ 1x2%%2.0n a bien l'existence de 4, = 1.
n=1:5=25=1+24 =1+3x2"2et), =3

n=2:5"=625=1+624 =1+39x2*2etl, =39

Ceci permet d'initialiser la propriété.

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n et étudions lerangn + 1 :

52 = (52”>2 = (142,27%2)7 = 1 4202044 421, 22 = | 42743 (2227 4 ), ).

Or /1,%2’”1 est pair et A, est impair par hypothése. Donc /1,32'”1 + A,, est impair, ce qui permet de conclure

enposant 4, = ,32”“ + A,,. (On vérifie que la formule s’applique bien aux résultats trouvés dans
l'initialisation)

Donc Vi € N, 31, € 2N + 1 tel que 52" = 1 4 4,2"*2.

Exercice 3 :

Soit a et b 2 réels et (u,,),c uUne suite telle que : Vo € N, u, | = au, + b.
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On se propose de calculer u,, en fonction de n et i,

a) Traiterlecasa = 1.

On suppose maintenanta # 1

b) Résoudre I'équation x = ax + b. On note [ la solution.

c) Onposepourn € N:v, =u, — L.

Montrer que (v,),,cn €st une suite géométrique et conclure.

d) Aquelles conditions sur a et u la suite (u,,),cx est-elle convergente ?

Solution :

a) Pour cette question, Vn € N, u, ., =u, +b.

On montre alors par une récurrence triviale que Vn € N, u,, = uy+nb

(u,) diverge vers 00 en fonction du signe de b, sauf si b = 0 auquel cas la suite est constante.

b) On sait que a # 1 (ce qui justifiera la division a venir !).
b

—da

x=ax+b < x(1—a)=>b,cequidonne! =

c) Calculons:v,, =u, . —l=au,+b—-al—b=a (un—l) =aqav,.
(vn) N est donc une suite géométrique de raison a.
n

On sait que dans ce cas que Vn € N, v, = a"v, ce qui permet d'écrire Vn € N, u, = a” (uo — l) + 1

d) Pour que (un) oy, COnverge, il faut doncque a < 1 ouuy = 1.
n

Exercice 4 :

Q
5

La suite réelle (tn) oy, &St définie par 7, = letVneN, ., =
n

En appliquant I'exercice précédent a la suite <ln (tn)> , exprimer ¢, en fonction de 7 et étudier la
neN

convergence de (tn) o
n

Solution :

z
Procédons comme proposé, Vn € N, In (tn+1) =In \/—n = lln (tn) -1
e

En posant u,, = In (tn) on se retrouve dans le cadre d’'une suite arithmético-géométrique étudiée dans
I'exercice précédent :

uy=0etVn €N, un+1=5un—1

1 n 1 n—2
Et en gardant la méme notation, / = —2 et Vn € N, u, = <5> (ug + 2) -2= <5> -2
. , 1
Onadonc lim u, = — 2, ce qui permet de conclure lim 7, = —
n—+oo n—>+0o e

Exercice 5 ;

La suite (xn) oy, ESt définie par x, = letVneN, x,.  =xy+x +...+x,
n

Pour n € N, exprimer x,, en fonction de n.
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Solution :

Etudions les premier rangs :

n=1:x=xy=1
n=2:x,=x+xg=1+1=2
n=3:x3=xX+x+xy=2+1+1=4
n=4:x=x3+x+x+xyg=4+2+1+1=38

On a l'intuition que Vn € N*, x, = 21 Les premiers rangs ci-dessus nous servent d’initialisation.

Hérédité : Considérons que la propriété proposee soit vral jusqu’au rang n et étudions le rang nn + 1.

-2"
VneN, x,.; =xy+x + +x—2xk—1+22k1—1+ 2—1+2”—1—2”

Et la propriété est bien vérifiée au rang n + 1.

On conclut donc Vn € N*, x, = 2771,

Exercice 6 :
Soitc € Rj‘:et Vx eR, f(x)=

X

V1 +cx? .
Calculer f (f (x)), f (f (f (x))) et généraliser.

Solution :

Effectuons les calculs demandés :
X

1+ cx2 1 ox2 .
) m : 2 2
x2
\/1+C< m m\/ll-:_Zcxz \/1+2CX
14 2cx2 1+2cx
Ffre))= Vi - Vo |
\/Hc(; 20— W\/T W e

En notantf(") la composition de 7 fois f, avec les calculs précédents, on initialise la proposition :

Vx €R, fO()= —2
V1 +2nlex?

Hérédité : si la proposition est vraie au rang n, alorsaurangn + 1 :
X X

FOD @) = f (F0 () = 2l VIeRed x ___
2 2 oy nex2
. x 4 omle— 2 Tr e, 2?1+ 2%ex
te V14 2n—1cx2 1420~ lex2 1 +2n=1ex2
n— cx

Ainsi la propriété est vérifiée aurang n + 1.

X

V1+ 2n=Tex?

On peut conclure : Vx € R, f(") x) =
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Exercice 7 :
Soit (un)neN la suite définie parug =2, uy =5etVn € N, u, ., = Su, | — 6u,.
Montrer que Vn € N, u, = 2" 4 3"

Solution :
Nous allons démontrer par récurrence la propriété proposée.

Initialisation : la propriété est bien vraie pour uy = 2 = 29 + 3%ety; = 5 = 2! + 31,

Hérédité : supposons la propriété vraie aux rangs n et n + 1 et étudions lerangn + 2 :

Upyy = Sty — 61, =5 (271431 —6 (27 +3") =5 x 2" 4 5x 3 —6x 2" - 6 x 3"
— 2n+1 (5 _ 3) + 3n+1 (5 _ 2) — 2n+2 + 3n+2

Ainsi la propriété est vraie au rang n + 2 et on peut conclure que Vn € N, u, = 2" + 3",

Exercice 8 :

2
Uy

La suite (un)neN estdéfinieparug =1, uy =2et Vo € N*, u, = »
n—1

Deviner une formule donnant 1, en fonction de 7, puis la démontrer par récurrence.

Solution :
Etudions les premiers rangs pour deviner la formule.

2

u
n=2:uy=—=4=2?

Ug

2

u 16
n=3:uy=—"2=—=8=2°

Uy 2

A partir de ces éléments qui servent d’initialisation, tachons de prouver par récurrence que
Vn e N* y, =2"

Supposons que la propriété soit vraie pour les rangs n — 1 et n et considérons lerangn + 1 :

@) 2

u = =
+1
n U, n—1 on—1

— 2n+1

Et la propriété est bien vérifiée au rang n + 1.

On conclut que Vn € N*, u, = 2"

Exercice 9 :
Soit (un)neN la suite définie paruy =0etVn € N, u, | +u, =n.

Exprimer u,, en fonction de n.

Solution :
Etudions les premiers rangs :

n=1:u+0=1

n=2:uy+u =u,+1=2etu, =1
n=3:uy+uy=u3+1=3etu;=2
n=4:u+us=u +2=4etu, =2
n=5:us+u =us+2=5etus=3
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Prouvons par récurrence, comme initialisé ci-dessus que Vk € N, u,, = ketu,, . =k + 1.

Hérédité : supposons la propriété vraie pour k et étudions lerang k + 1 :
Upppo FUpppy = Uppip+hk+1 =2k +2etuy =k +1
Uppez F Upppn = Uppiz+hk+1 =2k +3etuy 3=(k+1)+1

Et la propriété est vérifée au rang k + 1.

On conclut que Vk € N, uy, = ketuy, =k + 1.

Exercice 10 :
La suite (F")neN la suite de Fibonacci définie par Fy =0, Fy =letVn eN, F, , =F, |+ F,.
Onpose A, =F, ,F,— F?

n+1-
a) Calculer les quelques premiéres valeurs de A, et en déduire une formule, puis la démontrer par

récurrence.
o' — p 1+4/5 1-+/5
T etf=——"

b) Calculer A, a partir de la formule donnée : F,, = ———aveca = >

\/g

Solution :

a) Etudions les premiers rangs :
n=0:F=0,F=1,F,=1letA;j=-1
n=1:F=1F=1F,=2etA, =1
n=2:F=1F,=2F,=3etA,=-1
n=3:F=2F,=3Fs=5etA;=1

Tachons de vérifier la proposition correspondant a cette initialisation : Vn € N A, = (— 1)+l

Hérédité : considérons la propriété vraie au rang n et étudions lerang n + 1
An+1 =Fn+1Fn+3_F2+2 =F+1 (Fn+2+Fn+l) _F+2(F+l +Fn) =Fn+1}'ﬂn+2+F2 Fn+2Fn+l _Fn+2Fn

n n n n n+l

- Fn+2Fn =- An = (_1)n+2
La propriété est donc vraie aurang n + 1.

On conclut que Vn € N A, = (—1)"*!,

2
a — B an+2 _ pant2 an+1 _ pan+l
b)Oncalcule : A, = F,F, ., — F> = P X P - P

n n+l = \/g \/g \/g

— l (a2n+2 +ﬂ2n+2 _ an+2ﬁn _ anﬂn+2 _ a2n+2 _ ﬂ2n+2 + Zan+lﬁn+l) — l (2an+lﬁn+l _ an+2ﬂn _ anﬁn+2)
5 5
ap" a"p" 2
On factorise pour simplifier : A, = 4 (Zaﬁ —a’- ﬂz) = - Sﬁ (a - ,3) =- (aﬂ)n (en

substituant a et 3 par leur valeur dans le carré)
Etfinalement: A, = — (—1)" = (- 1),
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