Probleme n°1 : VRAI-FAUX
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Analyse

FAUX : f n'est pas paire ssi dx € R, f(x) # f(—x).

VRAI : application du Théoréme des Valeurs Intermédiaires sur la fonction g : x — f(x) — x. Par
définition de f, g(a) = O et g(b) < 0.

FAUX : contre-exemple avec une fonction trigonométrique sur [O; 271] (intégrale nulle) et une fonction
constante < 1.

FAUX : on considére a nouveau une fonction trigonométrique sur [O; 271].

FAUX : I'équation caractéristique de I'équation différentielle est r>—3r +2 = 0 dontle discriminant

vaut A = 1. Les solutions sont donc de la forme x +— Ae>* + pe* + 2.
FAUX : il existe une suite non majorée qui ne converge pas. (Cette assertion est fausse d’ailleurs)

-1 8
FAUX : (u,,) est une suite géométrique de raison T elle converge vers 7

FAUX : la variable u n’est pas mise a jour dans la boucle.
Géomeétrie

FAUX : la contraposée de p = g estnon g = non p, donc AB> + AC> # BC? = ABC n'est pas
rectangle en A.

. VRAI : (x +y|x —y) = x ||I> - (x | y) + (y | x) — |l v |I*>= 0 par commutativité du produit

scalaire.
FAUX : la propriété nous donne (x -y z) = (x | z) - (y | z) = 0, ce qui implique cependant
x—-y) 1Lz

— —
FAUX : AC = (9; 3) et son milieu est 1(0.5;2.5). Une équation d’'une droite orthogonale 8 AC est donc
de la forme 3x +y + ¢ = 0. On trouve ¢ = — 4.

FAUX : avec z = x + iy et en élevant au carré (qui conserve I'égalité de 2 réels positifs), on a

1
(x —2)? 4+ y? = (x + 1)? + y2. La solution est en fait la droite d’équation x = > ou les points
1

= 5 +iy.
— —> T
VRAI:On a || OA ||=|| OB ||= 2 et donc I'angle entre ces vecteurs et I'axe des abscisses est 3 et
n
G
1 1
FAUX : Un vecteur directeur de D est [ —1 ]. Un vecteur orthogonal a P est | —2 }. Ces 2 vecteurs
-1 3

ne sont pas colinéaires.

Matrices

FAUX :det(M) = — 1, donc M est inversible. Le polyndme caractéristique de M est

det(XI,— M) = X? + 1. Comme on travaille sur M,(R), il n’y a pas de valeur propre et M n’est pas
diagonalisable.

VRAI : si A et B sont inversibles comme AB =0, A-'ABB~! = I,=0.
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4. Pourcentages

18. FAUX : 'augmentation estde 1,12 X 1,16 X 1,07 = 1,39.
19. FAUX : sia, < a, etb, < b, le pourcentage de réussite d’Armelle sera ~ 50 % et celui de Boris
~40%.

5. Arithmétique

20. VRAI: n® —n = n(n + 1)(n — 1) et au moins un des termes (3 nombres consécutifs) est pair.
21. FAUX : Z/nZ n'est pas un anneau intégre.

6. Dénombrement

22. FAUX : le nombre de parties est 2'° (et pas 10?).
23. VRAI : compte-tenu de la disposition décrite, 3 droites quelconques forment forcément un triangle.
Evidemment, I'ordre de choix n’a pas d'importance. Le nombre de triangles est donc

(n)_ n! _n(n—l)(n—2)
3) 7 m=3)13! 6 '

7. Probabilités

1 5 1
24. FAUX: P(X 23)=1-PX =1 ou X=2).P(X=1)=getP(X=2)=g><€.

25. VRAI : A et B sont indépendants, alors A et B le sont et donc A et B également. La réciproque se
prouve par symétrie.

Probleme n°2 : équations
fonctionnels

1. Quelques résultats classiques
1. Dérivabilité
@) =f@

a. festdérivable en a si admet une limite finie quand x — a (qu’on note usuellement f'(a)).

X —a

b. Par définition de f’(a) et en utilisant la fonction proposée €, on peut écrire

lim e(x) = lim M —f'(a) =0.
x—a x—a X —d
En repartant de la définition de €, on peut écrire (x — a)e(x) = f(x) — f(a) — (x — a)f'(a).
En posant g : x — (a — x)e(x), on obtient I'écrire f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + g(x) et d’apres la limite

ci-dessus, g est bien négligeable devant x — (x — a) en a.

c. (i) festdérivable ena,ona lim M = f'(a) et donc
x—a X —d

lim f(x) — f(a) = lim(x — a)f’(a) = 0. Donc f est continue.

(i) Le contre-exemple classique est la fonction valeur absolue « étudiée en 0.

d. Considérons le taux d’accroissement :
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fe) —fe(@) _ f(g) —fl@)gla) +f(g(@) —f()g(@) _ f)(g() —g@) +8@(f () — f(@))

X —d X —da X —a

Comme les 2 fonctions sont dérivables en a, on peut écrire

lim 89 =I8@ _ o) = Flarg@ + g'@)f @)

xX—a X —a

e. Considérons comme a la question précédente le taux d’accroissement :

fog)—fogl@ _ (fog®) —fogl@)(gx) —g@)
x—a (gx) — g@)(x —a) '

Par continuité de g, g(x) — g(a) quand x — a, on trouve :
im L2828 (e gya) = g'a) x £g(@)

i
On légitime I'opération en considérant un intervalle autour de a sur lequel g ne s’annule pas. Si cet intervalle

x—a X —d
n’existe pas, g est constante autour de a donc f o g également et sa dérivée sera nulle (la formule explicitée
reste donc valable).

2. Fonction logarithme népérien

a. Etudions la fonction ¢ proposée. Elle est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables

Inetyx.
1
@'(x) = y— — — = 0 : ¢ est donc constante sur son domaine de définition.
yx X

En particulier ¢ (1) = [n(y) — In(1) — In(y) = 0. D’'ou le résultat.

b. Les résultats sont immeédiats par application du résultat précédent.

c. ()VyeR, gy =g(lxy =g()+g(y),doncg(l)=0.
(i) En fixant y:

Par composition : g'(xy) = yg'(xy)

Et en partant de la propriété de la fonction g’'(xy) = g’(x)

"(x
On trouve donc bien : g'(xy) = &

(1
(iii) A partir de I'égalité précédente : g'(1) = yg'(y) etdonc: g'(y) = At ).

(iv) Les fonctions sont donc de la forme : x — kiln(x), k € R*.
d. Par définition de la fonction In, Vx € R¥, In'(x) = — > 0 et la fonction est strictement croissante.
X

In2
Le résultat est alors immédiat par croissance de [n: x > 2" = In(x) = nin(2) = A.

A
e. Commel/n2>0,siA <0,onprendn =1, sinon,n = [—J + 1.

f.  On déduit de la propriété précédent que lim [n(x) = + oo.
xX—=400
La propriété démontrée pour les inverses a la question b. nous donne : lim [n(x) = — oo.
x—04

g. [n estcontinue et strictement croissante de IRj’: sur R et est donc une bijection entre ces ensembles.

+b +b 24+ b%*+2ab
h (=) in(EZ2y2 = 2n& )=zn<” a

=lIna+Inb =In(ab)
4 4 16
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2, 72
a“+ b+ 2ab
Comme [n est bijective, I'égalité précédente implique que T = ab etdonc a’® + b? = 14ab.

( < ) Trivial, en « remontant » les égalités ci-dessus.

2. Premiére équation fonctionnelle de Cauchy
3. Résultat préliminaires

a. D’apres la propriété additive de f,ona f(y) = f(O+y) =f(0)+f(y)etf(0)=0.
b. fx—x) = fX)+f(=0)=0
c. Immeédiat par la définition : f(nx) = nf(x).

d. Enécrivantr = B on obtient f(grx) = pq f(x) = qf(rx) eten divisant par g, f(rx) = rf(x).
q

e. Enreprenant la question précédente, f(r) = rf(1).

4. Premiére méthode

On considére une suite (u,) € Q" une suite de rationnels avec lim u, = X.
n—-4+oo
On peut écrire f (1, — x) = f(u,) —f(x) = u, f(1) = f(x).

Comme f est continue, on peut passer a la limite on obtient : f(x) = xf(1).
L’ensemble des fonctions continues et additives est donc I'ensemble des fonctions linéaires.

5. Seconde méthode

a. festcontinue sur R, on peut donc I'intégrer sur tout segment [x; x + 1].

1 1 1 1 1
J f(X+t)df—[ f(n)dt =J f(X)+f(t)dt—J f(t)dt=f(X)+I

0 0 0 0 0

1

f(t)dt—J J®)dt = f(x)

0

b. De la méme fagon :

x+1 1 x+1
J f(X+f)dt—J f(o)dt =J f(x)+f(t)dt—J

0 0

1

x+1 1
f(@)dt =f(X)+J f(t)dt—J f(@)dt

0

1 1

fx +t)dt — J f(Hdt = 2f(x)

0

~re+ |

0

c. Apartirde a., on étudlie le taux d'acclroissement : 1
J&x) = f(a) _ 1 (J f(x+t)dt—J f(a+t)dt)=J f(x+t)—f(a+t)d
0

0 0 X —d

t=[fa+0],=fa+1)-f@ =)

X —da X —d

d. Les fonctions sont des fonctions linéaires.

3. Restriction des hypothéses
6. Continuité en un point

a. La continuité en x, signifie :
Ve > 0,35 >0, |x0—x| <n, |f(x0)—f(x)| = |f(x0—x) —f(0)| <e
On justifie donc la continuité en 0.
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b. On reprend I'égalité précédente pour « remonter » de 0 a x quelconque.

c. La continuité en un point quelconque implique la continuité sur tout R.

7. Monotonie

a. On exhibe les suites des arrondis par exces et par défaut de x, qui correspondent aux 3 criteres
demandés.

b. On repart de la question 3.d. pour écrire (si f est croissante, sinon on inverse les inégalités, ce qui ne

change pas le raisonnement): f(a,) = a, f(1) < f(xy) < f(b,) =b,f(1).
Puis passage a la limite.

c. On retrouve les fonctions linéaires.

8. Encadrement

a. DansR,VneN3dr,eZnx—a<r

, < nx — f.Untel r, convient.

=n |f(x)—ax| - |al
= |f(nx—rn)

b. Onpeutécrire:n|f(x)—ax|—|a| |nx—rn rn—nx|
Et:n |f(x)—ax| - |al

D’ou la conclusion.

rn—nx| < |nf(x)—nax+nax—arn

c. En considérant [a;ﬂ] un petit intervalle autour de 0, I'inégalité précédente nous permet de rendre aussi
petit que I'on veut |f(x) - ax| et on retrouve une nouvelle fois une fonction linéaire.

4. D’autres équations fonctionnelles
9. Deuxiéme équation fonctionnelle de Cauchy

a. Par définition, Vx € R, f(x) =f(0) X f(x). La conclusion est immédiate.

b. (i) En complément de la question précédente, on note que si la fonction n’est pas nulle, elle ne s’annule
jamais.

Onadunepart: Vx € R, f(x) =f(\/;) Xf(\/;) > 0.

Dautrepart Vx € R, f(x —x) =f(x) X f(=x) = letf(=x) >0

(Y, y) € R% gx +y) = In (f(x +)) = In(f(X) X f() = [n(f(0)) + [n(f(y) = gx) + g(¥)
(iii) D’apreés la partie précédente, g(x) = ax etdonc f(x) = exp(ax).
10. Equation fonctionnelle de Jensen

a. On peut exprimer la propriété étudiée par : 'image de la moyenne est la moyenne des images.
+y

, fE+D+fO)
2 T 2

. X+y X
b. On peut écrire : 2f(T) =f(x)+f(y) etf(
On peut donc écrire : f(x +y) = f(x) + f(y) — f(0).

c. g+ =fx+-b=fO+fM->b —b=gx+gy.
g est donc solution de I'équation de Cauchy.
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11.

a. ()gd)=4

o - 2x X 2x — 2(x* + 16) x2—16d @3 0sur] A U [+ o]

na:g'(x) = = ,donc g’(x) = O sur [—o0; — ; + 00].
§ 4x2 2x2 &

lim g(x) =+ ocoet lim g(x) = + 0.

x—+00 x—=07T

Donc Vx € Rj, gx) > 4.

x?+16
(i) Vx € R¥, h'(x) =g'(x) — 1 = — —5— < Oeth(4)=0.
X

b. (i)avecx € [4; + 00 [ onaf(u,) > 4etu,  —u,<O0.(u,) est décroissante et minorée, donc

convergente. Sa limite est un point fixe de f, donc 4.
(i) De la méme fagon, (u,,) est croissante et majorée, donc converge vers 4.

c. Lafonction répondant au critére est la fonction fixe égale a 4.
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