CAPES session 2015 Epreuve 1

Probléeme n° 1

Notations

On note C 'ensemble des nombres complexes.

La partie réelle du nombre complexe z est notée Re z.

Le module du nombre complexe z est noté |z| et on rappelle que, pour tout nombre
complexe z, |z = zx Z.

Soient p et g deux entiers relatifs tels que p < g, on note p, g 'ensemble des entiers
relatifs k tels que p< k < g.

Préambule

Ce probleme est composé de trois parties.

La partie A généralise I'inégalité triangulaire dans C et son cas d’égalité.

La partie B est une application d'un résultat de la partie A a un probléme d’optimi-
sation.

La partie C est une application d'un résultat de la partie B a un probleme de géomé-
trie du triangle.

Partie A
On considére un entier naturel » non nul.

I
1. Justifier que pour tout nombre complexe z, Re z < |z| et étudier le cas d’éga-
lité.
2. Question de cours. - Démontrer que. pour tout couple (z;, z2) de nombres
complexes, |z1 + 22| < |z1| + | 22].

3. Onsuppose z; et zp sont des nombres complexes non nuls. Montrer que I'in-
égalité précédente est une égalité si et seulement s’il existe un réel positif A
tel que zp = Az;. Interpréter ce résultat en termes d’argument.

IL.

1. Démontrer que, pour tout n-uplet (z1, 2, ..., 2;) de nombres complexes,

n
> %k
k=1

2. Montrer que, si 21, 22, ..., 2, sont des nombres complexes tous non nuls, I'in-
égalité précédente est une égalité si et seulement si

n
< Nzl
k=1

Vke[l, n], AreRy, zp=Agz.

Interpréter ce résultat en termes d’arguments.

Partie B

On se place désormais dans le plan complexe 22, d’origine O, Soit un entier n > 3.
On considere n points Aj, Az,..., A, d’affixes respectives z1,.z,..., 2, tels que :

(i) Pour tout k € [1, n], A estdistinct de O.

(ii) Les Ay sont deux a deux distincts.

(iil) Il n’existe aucune droite du plan & contenant tous les Ay.
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n
z
i) Y % =
k=1 |zl
I. Donner un exemple de n-uplet z;,.2z,..., z, vérifiant |'égalité précédente.

IL Pour tout k € [1, n], on pose uy = |Z_k| Soit M un point de & d’affixe z.
Zf

1. Vérifierquenn
n - n
> uk(z—z) == lzl.
k=1 k=1

2. En déduire I'inégalité (x) ci-dessous :

n n
Y (z—zK) = ) |zl (%)
k=1 k=1

3. Enutilisant la question II. 2. dela partie A, démontrer que I'inégalité (est une
égalité si et seulement si, pour tout k € [1, n], U (z— z) est un réel négatif.

4. En déduire que I'inégalité (x) est une égalité si et seulement si z = 0.
n
5. Etablir que la somme )  MA atteint son minimum en un unique point M
k=1
que I'on précisera.

Partie C

On se place toujours dans le plan complexe 2. On consideére trois points A, B, C
d’affixes respectives a, b, c et tels que :
* Les points A, B, C ne sont pas alignés.

¢ Chacun des angles (ﬁ, E), (ﬁ, ﬁ), (ﬁ’, ﬁ)) posséde une mesure
appartenant a l'intervalle [0 ; 27/3[.

Surles cotés du triangle ABC, on construit vers |'extérieur trois triangles équilatéraux
AC'B, BA'Cet CB'A.Onnomme d’, b', ¢’ les affixes respectives des points A’, B/, C'.

I. Faire une figure et tracer les droites (AA’), (BB') et (CC').

IL. On admet que les droites (AA"), (BB') et (CC’) sont concourantes en un point
Q strictement compris a l'intérieur du triangle ABC. En utilisant une rotation de
centre A exprimer b’ en fonction de a et ¢ et b en fonction de a et ¢'.

b-b

o A
IV. Déterminer une mesure de chacun des angles (QB , QC ) , (QC , QA ) et (QA , QB )
V. Démontrer que

II1. En déduire le module et un argument de

QA OB QC -
—+—+—=0.
QA QB QC
VL. En utilisant les résultats de la partie B, établir que la somme
MA+ MB + MC admet son minimum en un unique point que I’on précisera.
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Probleme n° 2
Notations

Onnote NI'ensemble des. entiers naturels et N* ’ensemble des entiers naturels non
nuls,

On note R I'ensemble des nombres réels et R I'intervalle ]0; +0 ocol.

La partie imaginaire du nombre complexe z est notée Im z.

Préambule

Dans tout le probléme, les suites considérées sont a valeurs réelles.

La partie A aborde la convergence des suites monotones et aboutit a quelques résul-
tats sur la série harmonique.

Les parties B et C envisagent I'étude de la convergence au sens de CESARO et son
lien avec la convergence au sens usuel,

Partie A
I. Questions de cours

1. Démontrer que si (1) ,en €St une suite croissante et non majorée, alors elle
diverge vers +oo.

2. Démontrer quesi (u,) ,en €St une suite croissante et majorée alors. elle converge.

3. Etablir une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite décroissante
soit convergente.

IL. On considere la suite définie pour tout entier naturel n > 1 par

n
an=Y_
k=1

=

1. Donner une interprétation graphique de a, a partir de la représentation gra-
phique de la fonction inverse sur l'intervalle [1 ; n+ 1].

2. a. Démontrer que, pour tout entier n > 1,

1
op—an 2 E .
b. Lasuite (uy),> est-elle convergente?
3. Recherche d'un équivalent de a, au voisinage de +oo.

a. Démontrer que, pour tout entier naturel k non nul,

b. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, a, -1 <Ilnn < ay.
c. En déduire un équivalent de a,, au voisinage de +oo.
4. Onpose, pour tout n > 1, b, = a, Inn.
A Taide des résultats des questions IL 3. a et IL 3. b, démontrer que la suite
(bn) 1 est convergente.

Partie B

A toute suite (1) n>1 0N associe la suite (vy),>1 définie. par

l n
Yn=1l, vy==) u.
n =1

Ondit quela suite (1), converge au sens de ‘CESARO silasuite (v, n>1 CONVerge.
L
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1. Soit (up) ;> une suite de limite nulle et € € R

a. Montrer qu'il existe np € N* tel que, pour tout n > ng

1 1
> ur|-e<va <= u|+e.
n\k=1 n\k=1
b. En déduire que la suite (v;) n>1 converge vers 0.
2. Enoncer et démontrer la généralisation du résultat précédent au cas ol la

suite (up ,>1 converge vers un réel £ quelconque.

IL. Application a la recherche d’'un équivalent :
On consideére la suite définie par

Xn(1+xy)

x1=1 et VneN", x,41=
1+2x,
. Montrer que pour toutn > 2, 0 < x;, <1.
. Montrer que la suite (x;) n>1 est décroissante.

. La suite (xp);>1 est-elle.convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

WO e

. Vérifier que, pour tout n € N*,

1 1 1

Xne1  Xn  L+Xp
5. Pour tout ngeqgslantl, on pose
1 1

1
-— et v,=—
Xn+l  Xn n

Up =

Montrer que (uy), > converge vers 1.

6. Exprimer v, en fonction de x,+ et x; et en déduire un équivalent de x, au
voisinage de +.

III. Soit (xy) ;> une suite réelle.

1. Onsuppose que lasuite (x,) ;> converge. Montrer que la suite (Xp+1 — Xn) n>1
converge.

2. On suppose que la suite (x,+1 — Xn),>1 converge vers un nombre réel £.

. Xn ‘. ..
a. Montrer que la suite (—) converge et préciser sa limite.
n’n>1

b. Etudier la convergence de la suite (x,),>; dansle cas ot £ #0.

c. Dans le cas ol ¢ = 0, la suite (xj;) n>1 est-elle nécessairement conver-
gente?

Partie C
1 n
I. Dans cette question, pour n > 1, on pose u, = (-1)" et v,, = — Z Uy |.
n
k=1

1. Ftudierla convergence de la suite (v,) n>1-

2. Conclure quant a la validité de la réciproque de la proposition énoncée a la
question 1. 2. de la partie B.
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IL. Soit @ un nombre réel. Dans cette question, pour n > 1, on pose

n

) 1[&
u, =sinna et vnzvnz—( Ui |-
k=1

1. Etudier Ia.nature des suites (Un) p>1 €t (Vn) y>1 lorsque @ =0 (modn),
2. Pour n > 1, on pose ¢, = cosna.

Exprimer u,+2 — u, en fonction de ¢, et u,+2 + u, en fonction de uy41.
3. On suppose dans cette question que « # 0 (mod 7).

a. On fait 'hypothese que la suite (u,),>; converge. En utilisant les deux
relations établies a la question II. 2., démontrer qu’alors la suite (cn),>1
converge également et préciser les limites des suites (4,) ;> €t (¢n) p>1.

b. Conclure quant a la convergence de la suite (Un) p>1-

¢. Enremarquant que sin ka = Im (eik“), montrer quela suite (v,) ,>1 converge
et donner la valeur de sa limite.

IIL. Dans cette question, on suppose que. la suite (u,),>; est croissante et que la
suite (Vn)n>1 converge.

1. Démontrer, pour tout n > 1, 'inégalité

2n
Nup1 <Y Ug.
k=n+1

2. En déduire que, pour tout 1 > 1, Uy41202;, — Uy
3. Etablirla convergence de la suite (u,),> et préciser sa limite.

4. Enoncer la propriété ainsi démontrée sous la forme d’une condition néces-
saire et suffisante.
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