Exercice : Polyndmes d’interpolation de Lagrange

Soita, b, ¢ 3 réels distincts et A, B, C des fonctions trindmes définies par :
x—=b)(x—20c) — — x—a)(x—=0b
(x-b) B FTOG= (x-b)
(a—b)(a—c) (b—a)(b—c) (c—a)(c—b)

Ax) =
1- Calculer les valeurs prises par ces fonctions en a, b et c. On présentera le résultat sous la forme d'un
tableau a double entrée.

Soit a, f3, y 3 réels quelconques et on considére la fonction f'de R dans R définie par
f ) =aAx)+pB(x)+yC(x)

2- Déterminer (sans calcul idéalement) les images de a, b et c.
3- En utilisant les résultats précédents, déterminer un polyndme f du second degré qui vérifie

fEH=L70)=-1,7f1) =2

Réduire ce polyndme.

Solution :

1-

X a b c
Alx) 1 0 0
B(x) 0 1 0

Cx) O 0 1

2- En utilisant le tableau précédent, on trouve immédiatement f (a) = a, f (b) =p, f(c)=y.

3- D'apreés la question précédente,onposea = —1,a =1,b =0, =—-1,c =1,y =2eton
obtient :

xX)(x—1 x+1Dx—-1 x+ 1) x2—x
f(x):—()( )+(—1)( )( )+2( )@ _ +x2—14x>+x

(=D (=2) (M D @) @) 2

5 1
Finalement, f (x) = Exz + Ex — 1. (On vérifie qu'on trouve bien les valeurs demandées pour valider les

calculs !)

Exercice : Inégalité de Cauchy-Schwartz
Soitn € N* et (al, e an) et (bl, e, bn) 2 familles de réel.

n
2
On consideére le polynéme f du second degré défini par f (x) = 2 (al- + bix)
i=1

1- Réécrire f(x) sous la forme Ax% + Bx + C.

2-a/ Montrerque Vx € R, f(x) >0

n

2
n n
b/ En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwartz < Z aibl-> < Z a? X Z b?.
i=1

i=1 i=1
3- Quand a-t-on égalité ?

Solution :
n n

1- Z (al- + bl-x)2 = Z bl.zx2 +2a;b;x + al.2 = x2 i bl-2 + xi 2a;b;, + i czzl.2
i=1 i=1
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n n n
On retrouve la forme demandée avec : A = Z biz, B=2 2 a;b; et C = Z czi2

i=1
2- a/ f est positive sur R comme somme de nombres positifs.

b/ Un trinbme est positif si son discriminant est négatif.

On calcule : A = B% — 4AC, en remplacant par les valeurs déterminées ci-dessus, on trouve :
2
n

A=4 Zn:aibi —Zafxiw <O0.
i=1 i=1 i=1
2

n n n
On en déduit directement I'inégalité recherchée : Z ab; | < Z a? x 2 b?.
i=1 i=1 i=1
3-ll'y a égalité ssi Vi € [1; n] a; = Ab; (le A se met en facteur et on trouve immédiatement le résultat. On
retrouve que le chemin le plus court est la ligne droite !).
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